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1 Introduction 
Le cours d’asservissements linéaires a la réputation d’être « incompréhensible », 
« trop mathématiques », « trop abstrait », « de ne pas servir à grand chose au final ».  
L’environnement industriel du navire a considérablement changé et les tenants du « la 
clef plate et la burette y a que ça de vrai et y a pas besoin d’autre chose » se 
sentiraient assez mal à l’aise sur un navire moderne dont les postes de commande 
sont bourrés d’écrans, de claviers et de souris. Pour illustrer et démontrer mon propos, 
qui est de vous convaincre de l’utilité de l’étude de certains domaines tels les 
asservissements, je me servirai de deux petits récits.  
Le premier est extrait de « 3001 L’odyssée finale » de Arthur C.Clarke. C’est une 
discussion entre le commandant Frank Poole qui vient d’être « réanimé » après un 
séjour de mille ans dans le vide sidéral et Indra, médecin responsable de son suivi 
psychologique. 

 
« Nos descendants, dans un millier d’années, nous considéreront-ils avec la même 

condescendance que nous appliquons à nos ancêtres, ces hommes superstitieux, 
frappés par la maladie et dont l’espérance de vie était si courte ? … Et voilà, c’est 
fini… Adieu, terrible et merveilleux XXe siècle… 

Aujourd’hui, dans ces premières minutes de l’année 3001, nous pouvons répondre 
à cette question venue du passé. 

Il est certain que les gens de l’année 2001, que vous venez de voir, ne seraient pas 
aussi perdus à notre époque que des gens de l’an 1001 à la leur... Ils prévoyaient déjà 
une grande partie de nos réalisations techniques; ils imaginaient déjà les villes-
satellites, ainsi que les colonies sur la Lune et sur les planètes. Peut-être même 
seraient-ils déçus parce que nous ne sommes pas encore immortels et n’avons 
envoyé d’engins que sur les étoiles les plus proches... 

Brutalement, Indra coupa l’enregistrement. 
— Vous commencez à être fatigué, Frank. Vous verrez la suite plus tard. Mais 

j’espère que ça vous aidera à vous adapter. 
— Merci, Indra. J’aurai toute la nuit pour y réfléchir. En tout cas, une chose est 

sûre. 
— Laquelle? 
— Je suis reconnaissant de ne pas être un habitant de l’an 1001 projeté en 2001. 

Le saut aurait été trop violent, et je crois qu’aucun homme n’aurait pu s’y adapter. Au 
moins je connais l’électricité, et je ne meurs pas de peur quand une image se met à 
me parler. 
J’espère, se dit tout de même Poole, que cette confiance est justifiée. Je ne sais plus 
qui a dit un jour qu’à un certain degré d’avancement la technique est 
indiscernable de la magie. Serai-je confronté à la magie dans ce monde nouveau ? 
Et saurai-je y faire face ? » 
 
La seconde illustration est de mon cru. Imaginez que l’on vous dote d’un petit 
équipement de survie, puis que l’on vous parachute au cœur de la forêt amazonienne 
sans aucune préparation. Combien de temps survivrez vous ? Comment vous 
nourrirez-vous, cette eau qui vous semble claire ne contient-elle pas les germes des 
plus terribles fièvres ? Ces épines qui vous ont griffé, pourquoi est-ce que cela fait si 
mal, y a-t-il un suc vénéneux ? Ces bruits inquiétants, des fauves qui vous guettent ? 
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Vos quelques allumettes sont trempées par l’humidité ambiante, comment allumer un 
feu pour éloigner les animaux cette nuit ? En moins d’une semaine, seul, affamé, 
couvert de piqûres d’insectes, brûlant de fièvre, terrorisé par les moindres 
bruissements de la jungle, vous n’êtes plus qu’une loque ; un fauve se jette sur vous… 
Vous vous éveillez en sursaut dans votre bannette. Ouf, tout cela n’était qu’un affreux 
cauchemar, il est temps revêtir votre « bleu », vous allez être en retard au quart 
machine. Au PC machine, le « second mécano » vous demande d’afficher la page 
« niveau chaudière » sur l’écran devant vous. L’informatique, c’est pas votre truc, 
qu’est-ce que ça fait avec la Mécanique, n’importe quoi ! Comment m’y retrouver dans 
ces menus ? Un coup de main du second mécano bienveillant, vous n’êtes qu’un 
élève après tout, et la dite page s’affiche. Le second mécano : « il faudrait reprendre 
les paramètres du P.I.D., quelqu’un a du tripatouiller ça, ça tourne plus rond, un petit 
coup de Ziegler ou de Takahashi d’après toi ? ». Livide, vous bredouillez un vague 
« faut voir ». L’œil du second mécano se durcit imperceptiblement « mais qu’est ce 
qu’il font dans les hydros, c’est pas vrai ! » pense-t-il. A la fin des explications que 
vous suivez laborieusement, retentit : « alarme fréquence alternateur ». Le second 
mécano ouvre la page écran correspondante, un pavé clignote en rouge. « Et ça ? Ne 
me dis que tu ne sais pas ce que c’est » vous lance le second mécano. Vous regardez 
anxieusement. Le titre de la page ne vous dit vraiment rien, pire il vous effraie : 
« régulateur de fréquence à retour d’état ». Vous regardez le second mécano d’un air 
complètement perdu en bredouillant « c’est Startrek ce rafiot ou quoi ? ». Le regard du 
second mécano n’est plus bienveillant du tout, sans un mot il vous indique la porte du 
PC machine, il vous hurle « interdit aux incompétents ici, s’agit pas de tout bousiller ». 
Vous prenez la fuite, c’est presque pire que dans votre cauchemar précédant le quart, 
vous trébuchez sur un surbot et vous vous écrasez sur …votre oreiller.  
Votre regard apeuré découvre le décor familier de votre chambre à l’hydro. Deux 
cauchemars coup sur coup. 6 heures du matin déjà, impossible de se rendormir. Vous 
vous habillez précipitamment et sortez. L’air frais du matin vous apaise. Votre esprit 
tourne à toute vitesse : « dire qu’il y a des Indiens d’Amazonie qui non seulement 
survivent dans cet enfer vert mais qui y vivent et bien en plus. Ils chassent, cultivent, 
se soignent grâce à leur connaissance des plantes. Leur connaissance de leur 
environnement, leur adaptation leur permet non pas la simple survie, mais 
l’exploitation de ce milieu. Par contre, lâché seul sur un navire, je ne donne pas cher 
de leur peau ». « Et moi, condamné dans la jungle, mais aussi sur un bateau dans une 
moindre mesure. » La connaissance : clef de l’adaptation. Ces cauchemars vous ont 
convaincu, pour vous, le monde ne sera pas « magique » ! 
 
Lire ce polycopié après le cours pour réviser la leçon le soir même, surtout ne 
pas attendre ! Faire les exercices, refaire ceux du cours. Faire les exos du 
polycop sans regarder la solution, sécher un moment dessus avant de regarder, 
si besoin est, la solution sinon vous n’en tirerez aucun profit. 
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Automatique : science de l'étude et de la conception de machines qui commandent 
aux…machines ! 
Le 19e siècle fut l'époque de la première révolution industrielle, on construisit des 
machines qui étaient le prolongement et l'amplification des muscles (machines à 
vapeur, locomotives, marteaux pilons, …). Le 20e siècle continue ce mouvement mais 
le complète par la deuxième révolution industrielle où des machines (=cerveau) 
commandent des machines (=muscle). Par exemple, pilotage automatique d'avions, 
de fusées, de métro, de chaînes de montage d'automobiles … 
 

 

2 Introduction aux asservissements linéaires 
 

2.1 Chaînes de commande 
 

2.1.1 Commande manuelle sans amplification de puissance 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1- commande manuelle 
Sur les exemples ci-dessus, toute la puissance fournie à l'entrée se retrouve en sortie. 
Il s'agit d'une chaîne sans amplification de puissance. 
Une telle chaîne est réversible, ce qui signifie que la sortie peut influencer l'entrée. Par 
exemple, l'éclatement d'un pneu à l'avant produit un effet sur le volant et peut 
provoquer la perte de contrôle du véhicule ! 
 
 
 
 

Commande de la direction 
d'un véhicule 

Commande de la barre d'un 
voilier 

barre safran 
θc θS 
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2.1.2 Chaîne de commande avec amplification de puissance  
 
Considérons maintenant un pétrolier de 300.000 tonnes au lieu d'un voilier. Il est 
évident qu'on ne peut plus utiliser de "barre franche". Il est nécessaire de faire appel à 
un moteur hydraulique par exemple pour faire se mouvoir l'énorme safran.  
Le schéma fonctionnel devient le suivant : 
 
 
 
 
 

Figure 2- commande de safran d'un pétrolier 
Entre la barre et le gouvernail, on observe bien toute la nécessité d’une amplification 
de puissance, car la puissance nécessaire pour tourner la barre est négligeable 
devant celle mise en œuvre pour faire pivoter le gouvernail. 
 
Une chaîne de commande munie d’une amplification de puissance est dite unilatérale 
la sortie ne peut en aucun cas influencer l’entrée. La maîtrise du système est donc 
meilleure. 
 
 

2.1.3 Entrées secondaires 
La direction prise par un navire sera fonction de l’angle de barre mais aussi des 
courants, de la houle, du vent, etc ... Un four, aussi bien calorifugé soit-il, sera toujours 
le siège de fuites thermiques (ponts thermiques, porte, etc ...). Un système est donc 
perturbé. et de ce fait, à une commande d’entrée ne correspondra pas toujours l’effet 
escompté en sortie. 
 

Conclusion: la commande directe d’un système n’est ni précise, ni sûre. 
Essayez d'enfiler un fil dans le chas d'une aiguille directement du premier coup ! 

2.1.4 Nécessité d’un retour 
Si les perturbations étaient connues et mesurables, il suffirait alors de modifier la 
commande d’entrée en conséquence En fait, c’est rarement le cas et il est difficile 
dans ces conditions de compenser les erreurs, les dérives ou les accidents qui 
peuvent intervenir à l’intérieur de la chaîne directe. On va donc essayer de mesurer 
leurs effets directement sur la sortie. 

barre amplificateur Moteur 
hydraulique 

safran 
θc V U Ω θS 



 
7
 

 
L’idée retenue est celle du modèle humain que nous allons traduire à l’aide de 

l’exemple d’une régulation de niveau. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3- Régulation de niveau 
L’opérateur assure le maintien du niveau du liquide autour du repère R. Il réalise 

ou utilise pour cela plusieurs fonctions: 
 

• fonction mesure : le niveau est mesuré à l’aide d’un tube transparent monté 
en dérivation sur le réservoir; 

 
• fonction transmission de l’information : l’utilisateur visualise la différence ε 

entre le repère R et le niveau dans le tube. 
 

• fonction réflexion : à partir de l’estimation de l’écart ε, l’opérateur décide 
alors de réagir selon le signe et l’amplitude de cet écart; 

 
• fonction réglage : il tourne manuellement la vanne pour régler le débit d’eau 

et amener ainsi le niveau de liquide juste en N et sans dépassement. 
Ce comportement humain peut se symboliser par le schéma de la figure 4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4- comportement humain 
 
On voit bien apparaître ici la notion de retour que l'on appelle encore boucle ou 
feedback. 
Nous adoptons exactement le comportement ci-dessus lorsque nous enfilons un fil 
dans une aiguille, la main rectifie sa trajectoire suivant l'observation et la réflexion. 

Qe 

QS 

N 

réflexion action 

observation 

Effet de 
l'action 

transmission 

Tâche à 
réaliser 
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2.2 Système asservi 

2.2.1 Définition 
Si on recopie le comportement précédent sur un système matériel on obtient le 
schéma figure 5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5- système bouclé 
 
Un système asservi comporte donc, outre la chaîne de commande avec amplification 
de puissance, une chaîne de retour et un outil de comparaison. Observons un à un 
l’ensemble de ces éléments : 
 
• le processus est soumis aux excitations constituées par l’entrée de référence 
et les perturbations. Il y répond par une grandeur qui lui est propre. Cette grandeur 
porte le nom de grandeur asservie ou grandeur réglée; 
 
• le capteur donne une image utilisable de la grandeur réglée ; la nature de cette 
mesure est le plus souvent électrique. Un capteur doit donner une image fidèle de la 
grandeur réglée. Sa sensibilité impose donc les limites de la précision de 
l’asservissement. 
 
• le régulateur est composé de deux parties : 
 

- le comparateur qui reçoit l’information de référence et la grandeur mesurée 
dont il fait la différence ε appelée écart ou erreur; 
- le correcteur dont le rôle sera d’éliminer cet écart, quelles que soient les 
perturbations, et d’amener le processus à réagir le plus rapidement, quelles que 
soient les variations de l’entrée de référence ou les perturbations c’est l’organe 
intelligent du système asservi. 

 
• l’actionneur reçoit du régulateur la grandeur réglante et l’amplifie en 
puissance c’est le “muscle” de la chaîne qui va piloter l’évolution du processus ( par 
exemple: moteur, vérin, vanne, etc ...). 

actionneur processus 

capteur 

Grandeur réglée 

Grandeur mesurée 

Entrée de 
référence 

correcteur 

perturbations 

+ 

- 

régulateur 

Grandeur réglante 
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2.2.2 Exemples 

2.2.2.1 Régulation de vitesse 
Dans l’industrie, on a souvent besoin d’entraîner une charge à vitesse constante 
malgré les couples résistants qui s’exercent sur elle. C’est aussi le cas d’un radar dont 
la vitesse de balayage doit être la plus constante possible. On peut alors utiliser le 
principe suivant : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 6- Régulation de vitesse 
La vitesse de consigne est affichée sur un potentiomètre dont le curseur fournit une 
tension de référence uref. Celle-ci est comparée à la tension um, image de la vitesse de 
rotation de la charge; le capteur est ici une génératrice tachymètrique. La tension 
d’écart ε attaque l’actionneur de puissance. Les perturbations sont celles qui 
interviennent sur la charge (variations du couple résistant au niveau de la charge, 
frottements secs, balourd, etc ...). 
Le fonctionnement de cette régulation est alors le suivant : 

• si Ω diminue alors um diminue; dans ces conditions ε = Uref - um augmente. V croît et 
donc Ω croît également (cas d'une machine à courant continu à excitation 
indépendante); 
 

• inversement si Ω augmente alors um en fait autant, donc ε et V diminuent et Ω décroît; 
 

• l’asservissement est réalisé dés que ε = uref - um = 0; 

Dynamo 
tachymètrique 

+V 

-V 

uref Amplificateur 
différentiel 

Amplificateur 
de 
puissance 

V 

charge 

Ω

réducteur 

ε 

um 
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2.2.2.2 Régulation de niveau 
 
Il s’agit ici de réguler la hauteur d’eau h dans un réservoir en fonction de la demande. 
Cette demande constitue le débit de fuite QS (utilisation aléatoire) de l’installation, ce 
qui signifie que les perturbations représentent la charge du système. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 7- régulation de niveau 
 
La hauteur h est mesuré par un capteur de niveau celle-ci est comparée à la hauteur 
de référence affichée sur un potentiomètre. L’écart est alors amplifié afin de piloter la 
servo-vanne. Donc : 
 

• Si h décroît alors um en fait de même. ε augmente et la vanne s’ouvre le 
niveau h remonte. 

 
• inversement, si h augmente alors ε diminue; la vanne se ferme et donc h 
se stabilise si QS est nul ou bien diminue. 

+V 

uref Amplificateur 
différentiel 

Amplificateur 
de 
puissance 

h 

Qe 

Capteur 
de niveau 

ε 

um 

QS 

Servo-vanne 
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2.3 Classification des systèmes asservis 
 

2.3.1 Classification selon le type de l’entrée de référence 
Dans tout système asservi. la grandeur de sortie doit recopier le mieux possible la 
grandeur d’entrée. On distingue cependant deux modes de fonctionnement selon les 
conditions d’utilisation : 
 
• un asservissement a une entrée de référence qui évolue ou qui suit une 
grandeur physique indépendante du processus lui-même (radar de poursuite. 
asservissement de position. etc...). Cette évolution de l’entrée fait évoluer le point de 
fonctionnement du processus et la sortie doit suivre le mieux possible cette évolution 
en dépit des perturbations. On dit encore que le système fonctionne en suiveur ou en 
poursuite. 
 
• une régulation a une entrée de référence constante ou évoluant par paliers. 
Cette entrée est aussi appelée consigne (régulation de température par exemple). La 
sortie doit rester constante quelles que soient les perturbations. 
 
Ces distinctions ne sont pas absolues, car il faut bien voir qu’un asservissement 
fonctionne en régulateur lorsqu’il répond aux perturbations et qu’inversement, le 
régulateur fonctionne en asservissement lorsqu’on modifie sa consigne. Toutefois, les 
industriels considèrent que l’aspect régulation est le plus important car les valeurs de 
consigne sont le plus souvent fixes. 
 
Enfin, on démontre que si le comportement en asservissement est correct alors le 
comportement en régulation l’est aussi. 
 

2.3.2 Classification selon le type de régulateur 
 
On distingue trois grandes classes de régulateur : 
 
• un régulateur peut être analogique il est réalisé avec des composants 
analogiques (essentiellement des amplificateurs opérationnels) et son signal de sortie 
évolue de manière continue dans le temps. On obtient alors un système asservi 
linéaire continu. 
 
• le régulateur peut également être numérique : il est réalisé à l’aide d’un 
système programmable (microprocesseur par exemple) et son signal de sortie est 
alors le résultat d’un algorithme de calcul. On obtient alors un système asservi 
linéaire échantillonné. 
 
• on trouve également les régulateurs T.O.R. (Tout ou Rien). La grandeur 
réglante ne peut prendre que deux valeurs et l’actionneur de puissance ne dispose 
alors que de deux états de fonctionnement il est « ouvert » ou « fermé ». Le suivi de 
consigne est dans ces conditions beaucoup moins fin qu’avec les deux systèmes 
précédents, mais il peut être suffisant si l’on ne désire pas une grande précision (par 
exemple le thermostat qui met en route ou arrête le chauffage dans un appartement). 
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Il a aussi l’avantage d’être moins onéreux. Ce mode de fonctionnement ne sera pas 
étudié ici. 

2.3.3 Méthodologie d’étude des systèmes asservis 
 
Pour concevoir un système asservi, on pourra opérer de la manière suivante : 
1) Modéliser le système 
Dans la majorité des cas, on cherchera à modéliser le comportement expérimental de 
la chaîne directe (actionneur, processus et capteur), car la modélisation directe n’est 
jamais évidente, surtout lorsque le système existe déjà. Nous consacrerons tout un 
chapitre à l’identification des processus. 
2) Choisir le type de commande 
Le choix de la commande (continue ou échantillonnée) intervient sur les choix 
matériels, en particulier lorsque le processus existe déjà et qu’on désire améliorer son 
comportement en boucle fermée. 
3)  Synthétiser le correcteur 
Les problèmes ne sont pas les mêmes selon qu’on travaille en mode continu ou en 
mode échantillonné : asservissements linéaires continus = 2e année, asservissements 
linéaires échantillonnés = 3e année. 
 
4) Essais 
Les résultats expérimentaux consacreront ou pas les choix précédents. Rien ne dit 
que ces choix aient été les bons, et il faudra peut-être les revoir : 
 
• dans un moindre mal, ce ne sera qu’une question de réglage, 
 
• au pire. il faudra revoir le modèle utilisé d’où l’importance d’une bonne maîtrise des 

techniques qui seront exposées dans les chapitres suivants. 
 
Notons qu’il existe aujourd’hui un certain nombre de logiciels qui permettent d’aider le 
technicien dans sa recherche du « meilleur système ». Cela va du logiciel 
d’identification au logiciel de conception du régulateur. Il est évident qu’une bonne 
utilisation de ces outils passent par une parfaite maîtrise des techniques exposées 
dans les chapitres suivants mais aussi et surtout par une parfaite connaissance du 
processus physique : c’est tout l’art du réglage. 
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3 Signaux et systèmes 
 
Un signal représente l’aspect mesurable de la variation d’une grandeur physique. La 
notion de signal est d’ailleurs ancienne (signaux lumineux, signaux de fumée, etc...) et 
ces exemples nous montrent simplement qu’un signal nous prévient plus ou moins 
complètement d’un événement. 
 
Un signal est donc porteur d’information(s). 
 
Un capteur traduit la variation d’une grandeur physique en un signal 
 
• thermomètre pour la température, 
 
• baromètre pour la pression atmosphérique, (ou pressostat, l'équivalent TOR), 
 
• hygromètre pour l’humidité, 
 
• etc.... 
Un signal est donc lié au temps car il traduit la variation de la grandeur physique en 
fonction du temps. En physique on ne s’intéresse qu’au temps t ≥ 0 alors qu’en 
mathématiques, on peut définir des temps t ] [+∞∞−∈ ;  
 
Un signal défini pour t ≥ 0 et nul pour t < 0 est appelé signal causal. 
 
Enfin, un signal peut être aléatoire ou certain (déterministe) selon que le hasard 
intervient ou non dans sa génération. 
 
En automatique, on ne s'intéressera qu’aux signaux certains et causaux. 
 

3.1 Description d’un signal par une fonction 
 
Un signal, puisqu’il est porteur d’informations et qu’il dépend du temps peut donc être 
représenté par une fonction. Suivant la façon dont on va utiliser le temps et l’amplitude 
du signal, celui-ci pourra se présenter sous plusieurs formes. 

3.1.1 Signal analogique 
 
Un signal est analogique s’il prend ses valeurs dans un ensemble continu. 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 8- signal analogique causal 

t 

V 
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Le signal de tension à la sortie de la dynamo tachymètrique de la Figure 6 est une 
fonction V telle qu’à toute valeur de t corresponde une valeur T(t) : 
 

t → T(t) 
 
La variable temps t est une variable réelle continue, T(t) est un nombre réel. Un signal 
analogique est souvent appelé signal continu. 
 
 

3.1.2 Signal échantillonné 
 
Observons périodiquement la température d'un malade et portons celle-ci sur un 
graphique. Si celle-ci est prise toutes les heures, alors T( 1), T(2), T(3),... sont des 
nombres qui mesurent cette température. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 9- signal échantillonné 
 

Le temps est en fait représenté par des instants, c’est à dire des valeurs 
discrètes t1, t2,  et si ces instants sont régulièrement espacés (tk = kΔ avec *Nk ∈ ), 
alors à tout k correspondra une valeur T(kA) : 

 
k → T(kΔ) 

 
Un signal échantillonné est encore appelé signal à temps discret. 

3.1.3 Signal numérique 
 

Le passage du signal analogique au signal numérique s’effectue en deux temps : 
 

• on échantillonne le signal analogique (on discrétise l’échelle des temps); 
 

• on discrétise ensuite l’échelle des valeurs du signal, c’est à dire que cette échelle 
est divisée en intervalles auxquels on attribue une valeur numérique: c’est la notion de 
quantification. 

L’exemple le plus courant est celui des signaux délivrés par un convertisseur 
analogique-numérique (voir cours d'électronique) et traités ensuite par un ordinateur. 

t 

T 

1 2 3 4 5 6 7 
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La courbe obtenue en joignant les points du signal numérique est appelée signal 
analogique reconstruit. Mais rien ne dit que celui-ci suive réellement le signal 
analogique initial. Il faut en avoir conscience et savoir estimer cette différence. 
Les signaux échantillonnés et numériques font l'objet du cours de 3e année. 

3.1.4 Signaux tests  
Les signaux que nous allons étudier maintenant sont importants. En effet, en fonction 
des réponses des systèmes physiques à ces signaux, on peut modéliser ces 
systèmes. On appelle ces signaux "signaux-tests". 
 
 
 

3.1.4.1 Rampe unité r(t) 
Définition :  

( )
⎩
⎨
⎧

>
<

=
0

)(00
tsit

causalitétsi
tr

 

La pente de la droite exprime la vitesse de variation de la grandeur r. C'est pour cela 
qu'on appelle souvent la rampe unitaire échelon de vitesse. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 10- rampe unité 
 

3.1.4.2 Echelon unité u(t) ou fonction de Heaviside 
Définition : 

( )
⎩
⎨
⎧

>
<

=
01

)(00
tsi

causalitétsi
tu  

u(t) est donc la dérivée (discontinue à l'origine) de r(t). Elle n'est pas définie à l'origine 
(t=0) ce que l'on transcrit par u(0-) = 0 et u(0+) = 1. 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 11- échelon unité 
 

t 

r 

t 

u 

1 
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La représentation réelle de ce signal est l'application d'une tension à un circuit par 
l'intermédiaire d'un inverseur K. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 12- génération d'un échelon d'amplitude 1 V 
 
L'interrupteur n'étant pas parfait, il existe un court instant Δ durant lequel la tension u 
n'a aucune valeur définie : elle subit une discontinuité.  
 

3.1.4.3 Impulsion unité δ(t) ou distribution du Dirac 
Afin d'introduire intuitivement cette fonction, revenons à la fonction précédente qui est 
discontinue pendant Δ et linéarisons là de cette manière : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 13- linéarisation de la discontinuité de l'échelon unité 
 
 
Dérivons la fonction u1(t) : 
 

] [⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Δ∈
Δ

=

Δ≥≤=

,01

00

1

1

tpour
dt

du

tettpour
dt

du

 

On obtient donc une impulsion δ1(t) de largeur Δ et d'amplitude 
Δ
1 . 

 

K 

1 V 

t 

U1(t) 

1 

Δ 
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Figure 14- dérivée de u1(t) 
 
Cette impulsion a une aire égale à 1 quelque soit Δ. En effet : 

( )∫ ∫
+∞

∞−

Δ

Δ∀=
Δ

=
0

1 11 dtdttδ  

Si on fait tendre Δ vers 0, la largeur de cette impulsion tend vers 0 alors que son 
amplitude tend vers l'infini. A la limite, l'intégrale de cette fonction devrait être nulle, or 
elle ne l'est pas puisque le calcul effectué donne 1.  
 

δ(t) n'est pas une fonction, mais une distribution. 
 

La distribution de Dirac (souvent improprement appelé impulsion de Dirac) est 
qualifiée d'unitaire non pas à cause de son amplitude (qui tend vers l'infini!), mais 
parce que son aire (son poids) est égale à 1. 
Une impulsion brève (choc : coup de marteau par exemple, éclair lumineux de flash 
photographique, impulsion radar) peut être approchée du point de vue de ses effets 
par une distribution de Dirac. 

Propriétés : ( ) ( ) ( )0f t t dt fδ
+∞

−∞

=∫  et ( ) ( ) ( )f t t T dt f Tδ
+∞

−∞

− =∫  

( )( ) ( )
d u t

t
dt

δ= et 
( )( ) ( )

d u t T
t T

dt
δ

−
= −  (remarques : ceci permet de dériver des 

fonctions non continues. 

3.1.4.4 Signal harmonique ou sinusoïdal 
 
Le signal harmonique est très employé en électronique et en automatique car il permet 
de déterminer la réponse en fréquence d'un système (réponse harmonique). Le signal 
harmonique a un caractère non causal, car déceler une avance ou un retard de phase 
Δϕ ne signifie rien à priori (on a πϕ kà 2Δ± près). 

t 

U1(t) 

1 

t 

δ1(t) 

Δ 

Δ 

1/Δ 
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3.1.5 Signaux d’entrée - Signaux de sortie 
 
Tout système a besoin d’un certain nombre d’informations pour fonctionner, aussi 
simple soit-il. Il peut s’agir de l’information de mise en route (interrupteur), de la 
consigne de température (thermostat), etc... Inversement, par le biais d’un capteur, le 
processus indique sont état (un four indique sa température interne, un moteur sa 
vitesse ou son couple, une chaudière sa pression, son niveau d'eau, sa température, 
…).  
Un système peut aussi être sensible à des événements extérieurs indépendants des 
informations qu’on lui a fournies. Prenons l'exemple d'une chaudière fournissant de la 
vapeur à un appareil propulsif de navire, aussi bien calorifugée soit-elle, il existe au 
niveau de l’enceinte des fuites thermiques (défauts d’isolation, ponts thermiques, 
etc...) d’autant plus importantes que la différence de température entre l’intérieur et 
l’extérieur est grande. Les variations d'allure du navire sont aléatoires vis à vis de la 
chaudière, il est évident qu'une augmentation de vitesse entraînera une admission 
plus importante de vapeur dans la turbine et donc dans un premier temps une chute 
de température et de pression dans la chaudière. 
Ces fuites, ces variations de vitesse constituent des perturbations qui ont un 
caractère aléatoire. 
 
Dans ces conditions, tout système sera caractérisé par deux sortes de signaux 
 
a) signaux d’entrée 
Ce sont des grandeurs indépendantes du système mais qui agissent sur son état en 
tant que causes. On trouvera: 
• les signaux de commande qui permettent d’agir sur le système et de le piloter 
vers un but spécifié, 
• les signaux de perturbations subis par le système. Généralement, on ne 
pourra pas agir sur celles-ci car leur mode d’action sera difficile à identifier. 
 
b) signaux de sortie 
Ce sont les effets des grandeurs d’entrée que l’on peut observer généralement au 
moyen de capteurs. 
Un système est dit monovariable s’il ne dispose que d’une entrée de commande et 
d’une sortie. Il est dit multivariable dans tous les autres cas. On ne s’intéressera dans 
la suite de ce cours qu’aux systèmes monovariables. 
Tout système monovariable peut être représenté par son schéma fonctionnel. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 15- schéma fonctionnel d’un système monovariable 

 
système Grandeur 

d'entrée 
Grandeur de 
sortie 

perturbations 
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3.1.6 Systèmes monovariables 
 
Les systèmes monovariables qui seront étudiés dans ce cours d’Automatique seront 
toujours causaux c’est à dire non anticipatifs. En particulier, si l’entrée est nulle pour 
t < 0, alors la sortie l’est aussi ou à la rigueur constante (un four, bien que non 
commandé, est toujours à température ambiante). 
 

3.1.6.1 système instantané ou statique 
 
Définition : Un système statique est un système dont la réponse à une excitation est 
instantanée. 
Par exemple, une résistance pure R est un système statique car le courant qui la 
traverse suit la tension appliquée à ses bornes. Entrée et sortie sont liées par une 
relation simple : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 16- système statique 
La relation mathématique qui lie entrée et sortie, u = Ri, est indépendante du temps. 
On dit encore qu’un système statique n’a pas de mémoire. 
 

3.1.6.2 Système dynamique ou à mémoire 
 

Définition : Un système dynamique est un système dont la réponse à une excitation 
dépend à la fois de celle-ci et de ce qui s’est passé avant. 
 
Considérons le circuit intégrateur ci-dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 17- circuit intégrateur 

t 

u 

t 

i=u/R 

R 
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e u 
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Où u
dt
duRCe += . La relation liant u et e est cette fois plus complexe puisque u 

dépend de e mais aussi d’elle-même (dérivée 
dt
du ). C’est la caractéristique d’un 

système dynamique ou encore à mémoire. Comme nous le verrons par la suite, 
beaucoup de systèmes sont dynamiques (moteur, thermomètre, four, etc...). 
 

3.1.6.3 Système continu - Système échantillonné 
 
Un système est dit continu si tous les signaux d’entrée, intermédiaires et de sortie 
observables sont des fonctions continues du temps. Ainsi une équation différentielle, 
telle que celle vue au paragraphe précédent, décrit un système dynamique continu. 
 
Inversement, si en un endroit au moins de la chaîne des éléments le constituant, le 
signal n’est transmis qu’à des instants discrets privilégiés, le système sera dit 
échantillonné. Celui-ci est alors observable aux moments d’échantillonnage. Les 
équations récurrentes, comme celles qui suivent, caractérisent des systèmes 
échantillonnés : 
 
• s(k)= a.e(k) pour un système instantané, 
 
• s(k) + a.s(k - 1) = b.e(k) pour un système dynamique. 
Les systèmes échantillonnés font l'objet du cours d'automatique de 3e année. 
 
 

3.1.6.4 Système invariant 
 
Un système est dit invariant si ses caractéristiques sont indépendantes du temps. En 
d’autres termes, un système invariant est un système qui ‘’ne vieillit pas’’. C’est 
toujours le cas en première approximation, mais en fait, ça ne l’est jamais. Un 
composant électronique, par exemple, voit ses caractéristiques se modifier avec le 
temps. Une fusée dont la masse évolue rapidement au cours du vol est un exemple de 
système non invariant. 
 

3.1.6.5 Système linéaire 
 
Définition : Un système linéaire obéit au principe de superposition défini par les 
propriétés d’additivité et d’homogénéité. 
 
• additivité : Si les entrées e1(t), e2(t),…, en(t) entraînent respectivement les 
réponses S1(t), S2(t),...,Sn(t) alors l’entrée e1(t)+e2(t)+...+en(t) entraîne la réponse 
S1(t)+S2(t)+. ..+Sn(t) 
 
• homogénéité : Si l’entrée e(t) est multipliée par un facteur k constant, alors la 
sortie s(t) est multipliée par ce même facteur. On dit qu’il y a proportionnalité de l’effet 
à la cause. 
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Cette définition peut être étendue à des termes intégraux ou dérivés, donc aux 
systèmes dynamiques : 
 
Un système dynamique linéaire est un système qui peut être décrit par une 
équation différentielle à coefficients constants. 
 

3.1.6.6 Non linéarité des systèmes physiques 
En réalité, les systèmes physiques réels ne sont pas continus (du point de vue 
microscopique), pas invariants (les composants vieillissent) et pas linéaires. Les non 
linéarités rencontrées couramment sont données ci-dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 18- non linéarités courantes 
 

3.1.7 Linéarisation d’un système 
 
Considérons la commande d’un moteur à courant continu à excitation indépendante 
par un amplificateur et examinons la caractéristique vitesse-tension de commande. 

e 

s 

courbure 
(loi d'Ohm à forte température) 

e 

s 

saturation 
(amplificateurs opérationnels) 

e 

s 

seuil 
(dents d'engrenage avec du jeux) 
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Figure 19- commande d’un moteur à courant continu. 
Quand e < e0 le moteur ne tourne pas car le couple de frottement est trop important. 
Passé le seuil e0, le couple électromagnétique est suffisant pour vaincre les 
frottements, le moteur démarre et sa vitesse croît linéairement avec e.  
Lorsque e > eS, l’amplificateur se sature donc la vitesse n’augmente plus linéairement. 
La caractéristique obtenue n’est pas linéaire. 
 
Mathématiquement, l’étude d’un tel système est difficile sauf si on travaille sur une 
zone linéaire. Pour cela, on va choisir un point de fonctionnement M (ou point de 
repos) situé le plus souvent au milieu de la partie linéaire de la caractéristique et nous 
allons travailler autour de ce point, ce qui revient à faire un changement d’origine. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 20- point de fonctionnement et changement d'origine 
 
On pose ω = Ω - ΩM et u = e - eM . Il est alors possible d’étudier les variations ω de la 
vitesse en fonction des variations u de l’entrée. La caractéristique ω = f (u) est une 
droite passant par le point de fonctionnement M. Sa pente est appelée gain statique 
du système linéaire. C’est aussi la pente de la tangente en M à la caractéristique 
réelle Ω = f(e). 
 
Dans ces conditions, hormis les systèmes présentant des non linéarités essentielles 
(plus ou moins par exemple), tous les systèmes usuels sont linéarisables autour de 
leur point de fonctionnement. 
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3.2 Outils mathématiques nécessaires 
 
Tous les systèmes que nous étudierons dans ce cours seront donc considérés comme 
causaux, linéaires et invariants. La plupart seront dynamiques, donc pourront être 
décrits par une équation différentielle. L’excitation de ces systèmes s’effectuera grâce 
aux signaux-tests décrits au paragraphe 2.1. Les systèmes vont déformer ces signaux 
et l’obtention des signaux de sortie demandera systématiquement la résolution de 
l’équation différentielle, résolution facile pour les équations du premier ordre, plus 
compliquée lorsque l’ordre s’élève. Trois méthodes simples permettent d’obtenir très 
rapidement les solutions : elles font toutes les trois appel à la représentation 
fréquentielle des signaux. Ce sont 
 

• La transformation cissoïdale C qui est réservée aux signaux sinusoïdaux et 
qui se rapproche de la représentation de Fresnel. 

 
• La transformation de Laplace L qui inclue les signaux quelconques et qui 

s’applique aux systèmes linéaires continus. 
 

• La transformation en Z, parente de la transformation de Laplace, mais qui 
convient mieux aux systèmes linéaires échantillonnés (programme de 3e 
année). 

 
 

3.2.1 Transformée cissoïdale 
Cet outils est très connu de tous les habitués des calculs sur les courants alternatifs à 
l'aide des nombres complexes. 
Définition : Soit ( ) ( )ϕω += tXtx M sin une fonction sinusoïdale du temps. On appelle 
transformée cissoïdale de x(t) le nombre complexe X  tel que : 
 

( ) j
MX C x t X e avecϕ π ϕ π= = ⋅ − < <⎡ ⎤⎣ ⎦  

XM, module du nombre complexe est bien sûr l'amplitude maximum de x(t), alors que 
l'argument ϕ est la phase à l'origine de x(t). 
Exemples : 

( ) 3220 2 sin 220 2
3

j
v t t V e

ππω⎛ ⎞= + → = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) 220cos 20
j

i t t I e
π

ω= → = ⋅  
Propriétés  
Linéarité : si x(t) et y(t) sont des fonctions sinusoïdales du temps, alors : 
 

( )[ ]{ } ( )[ ] constante== aavectxCatxaC  
 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] constantes=+=+ betatyCbtxCatybtxaC  
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Transformée cissoïdale de la dérivée : 
Soit ( ) ( )ϕω += tXtx M sin  une fonction sinusoïdale du temps. Alors : 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+=

2
sincos πϕωωϕωω tXtX

dt
dx

MM  

dont la transformée est 2
j

j
M MX X e j X e

πϕ
ϕω ω

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅ ⋅ =  donc : 
dxC j X
dt

ω⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
Transformée cissoïdale de l'intégrale : 
De la même manière que ci-dessus : 

( ) 2cos sin
2

j
j jM M M M MX X X X Xx dt t t X e j e e

j

πϕ
ϕ ϕπω ϕ ω ϕ

ω ω ω ω ω

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞= − + = − + + → = − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫
d'où :  

XC x dt
jω

⎡ ⎤ =⎣ ⎦∫  

 
Théorème du retard : 

Soit les fonctions causales ( ) ( )⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0pour tsinX

0pour t0

M
1 t

tx
ω

 et x2(t) = x1(t - T) où 

x2(t) est la fonction x1(t) retardée d'un temps T. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 21- fonction retardée 
Ecrivons les transformées respectives de x1(t) et de x2(t) : 
 

1

2

M

j T
M

X X

X X e ω−

=

=
 donc 2 1

j TX X e ω−= , un retard est un déphasage pur. 

La transformée cissoïdale permet d'entrer dans un monde où les opérations de 
dérivations et d'intégration deviennent des opérations purement algébriques, c'est à 
dire respectivement multiplication par jω et division par jω. Mais ceci ne vaut que pour 

T 

x1(t-T) 

t 

x1 
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des fonctions sinusoïdales, la transformation de Laplace permet d'étendre un tel 
mécanisme à n'importe quelle fonction. 
Application : 
Considérons le circuit RC vu précédemment : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si e(t) = E sin(ωt), on peut obtenir rapidement la tension instantanée aux bornes du 
condensateur. La transformée cissoïdale de l'équation différentielle s'écrie : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ==+=
dt
duCtidti

C
tututiRte oùd'1et  en remplaçant i(t), il vient : 

( ) ( )tetu
dt
duRC =+  

1
ERCj U U E U
jRC

ω
ω

→ + = ⇒ =
+

 

L'amplitude maximum de la tension aux bornes du condensateur est donc 

222max
1 ωCR

EU
+

= . Cette tension est déphasée de ( )ωϕ RCarctan−= par rapport à la 

tension e(t). 
 

3.2.2 Transformée de Laplace 
C'est l'outil par excellence des asservissements linéaires continus. 
 
Définition : Soit f(t) une fonction du temps, définie pour t>0 et nulle pour t<0. Soit p 
une variable complexe. On appelle transformée de Laplace de f(t), la fonction de la 
variable complexe notée F(p) telle que : 

( ) ( )[ ] ( )∫
∞

−==
0

£ dttfetfpF pt  

 
L'existence de F(p) suppose bien entendue que l'intégrale converge. Cette 
transformation est bijective; f(t) est dite transformée inverse ou originale de F(p) : 
 

f(t) = £-1[F(p)] 
 

exemple : calcul de la transformée de f(t) = e-at 
 

( ) ( ) ( )[ ]∫∫
∞

∞+−+−
∞

−−

+
=

+
−===

0
0

0

11
ap

e
ap

dtedteepF taptapatpt  
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Le tableau ci-dessous donne les transformées de Laplace couramment utilisées en 
automatique : 
 

f(t) pour t>0 F(p) 
δ(t) 1 
1 

p
1  

t 
2

1
p

 

( )
1

1 !

nt
n

−

−
 np

1  

ate−  
ap +

1  

t. ate−  
( )2

1
ap +

 

cos(ωt) 
22 ω+p

p  

sin(ωt) 
22 ω

ω
+p

 

ate− .cos(ωt) 
( ) 22 ω++

+
ap

ap  

ate− .sin(ωt) 
( ) 22 ω

ω
++ ap

 

A. ate− .cos(ωt+Φ) 
avec 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−=Φ

−+=

αω
αβ

αβωα
ω

a

aA

arctan

1 222

 

( ) 22 ω
βα
++

+
ap
p  

 

 

3.2.2.1 Propriétés 
Linéarité  
Si f(t) et g(t) ont des transformées de Laplace, alors : 
 

( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )pGbpFatgbtfa

pFatfa
+=+

=
£
£

 

 
Application : recherche de l'originale (cf le film "la cité des enfants perdus") 
Nous considérerons le cas où F(p) est une fraction rationnelle dont le degré du 
numérateur est inférieur ou égal à celui du dénominateur. 
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Méthode générale : on recherche les zéros zn (racines du numérateur) et les pôles pn 
(racines du dénominateur) de manière à écrire F(p) sous la forme : 
 

( ) ( )( )
( )( )...

...

21

21

pppp
zpzp

pF
−−
−−

=  

 
On décompose ensuite la fraction en éléments simples : 
 

( ) ...
21

+
−

+
−

=
pp

B
pp

ApF  

 
où A et B sont des constantes. On obtient alors des expressions simples dont on peut 
trouver les originaux grâce au tableau ci-dessus. On peut alors exprimer l'originale f(t). 

Cas où les pôles sont simples : le dénominateur s'écrit sous la forme ( )∏
=

−
n

i
ipp

1

α  

avec α = 1. 

Exemple : Soit ( )
65

1
2 ++

+
=

pp
ppF  dont on désire trouver l'originale. On cherche les 

pôles de F(p), soit p1 = - 2 et p2 = - 3 et donc ( ) ( )( )32
1
++

+
=

pp
ppF . 

F(p) se décompose en : 
 

( )( ) 3232
1

+
+

+
=

++
+

p
B

p
A

pp
p  

 
pour obtenir A, on multiplie les 2 membres de l'équation par (p+2), puis on fait p = - 2 
pour obtenir B, on multiplie les 2 membres de l'équation par (p+3), puis on fait p = - 3 

On obtient A = - 1 et B = 2 d'où ( )
3

2
2

1
+

+
+
−

=
pp

pF  en se reportant à la table des 

transformées, il vient : 
( ) tt eetf 32 2 −− +−=  

Cas où les pôles sont multiples : Le dénominateur s'écrit sous la forme 

( ) ( )∏
−

=

−−
α

α
n

i
ipppp

1
1  avec α ≠ 1. On écrit alors F(p) sous la forme : 

 

( )
( ) ( ) ( ) ......

321
1

11

+
−

+
−

+
−

++
−

+
−

= − pp
I

pp
H

pp
G

pp
B

pp
ApF αα  

 

Exemple : trouver l'originale de ( )
( )22

1
+
+

=
pp
ppF  

 

F(p) se décompose sous la forme ( )
( ) ( ) 222

1
22 +
+

+
+=

+
+

=
p

C
p

B
p
A

pp
ppF  

 
Pour obtenir A, on multiplie par p et on fait p = 0, 
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Pour obtenir B, on multiplie par (p+2)2 et on fait p = - 2, 
Pour obtenir C, on multiplie par p+2 et on fait p →∞. 
On obtient : A = 0,25, B = 0,5, C = - 0,25 
 

Donc ( )
( )

( ) tt eettf
ppp

pF 22
2 25,05,025,0

2
25,0

2
5,025,0 −− −+=→

+
−

+
+=  

 
Cas où les pôles sont réels et complexes :  

Le dénominateur s'écrit sous la forme : ( ) ( )∏∏
==

+++
i

j
jj

k

i
i pbpapp

1

2

1

1 . 

Les trinômes du second degré admettant deux racines complexes conjuguées, la 
méthode consiste à les écrire ainsi : (p + a)2 + ω2. La décomposition de F(p) donnera 

alors un terme en 
( ) 22 ω

βα
++

+
ap
p . 

Exemple : soit à trouver l'originale de ( ) ( )2
1

2 ++
+

=
ppp

ppF  F(p) se décompose en  

( ) ( )22
1

22 ++
+

+=
++

+
pp

CpB
p
A

ppp
p  

pour obtenir A, on multiplie par p et on fait p = 0, 
pour obtenir B, on multiplie par p et on fait p → ∞, 
pour obtenir c, on on peut prendre une valeur particulière de p : ici p = - 1, 
On obtient A = 0,5, B = - 0,5, C = 0,5, par suite : 

( )
( )

( ) ( )[ ]64832,1cos51,115,0
75,15,0

115,0
2

115,0 5,0
22 °++=→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
+−

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+−
+= − tetf

p
p

ppp
p

p
pF t

 

3.2.2.2 Transformée de Laplace de la dérivée 
Intégrons F(p) par partie. On a d(uv) = u dv + v du. Posons dv = e-pt et u = f(t). Il vient 

dans ces conditions pte
p

v −−=
1  et du = f'(t). Donc : 

( ) [ ] ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

−
∞

−∞ −−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−==

0 0 00
0 '11 dttfe

p
tfe

p
duvuvdvupF ptpt  

 
Admettant que f(t) possède une limite finie lorsque t→ ∞ (ce qui est toujours le cas 
avec les signaux utilisés en automatique), on a : 

( ) 01lim =−
∞→ tfe

p
pt

t  et ( ) ( )
p

ftfe
p

pt
t

+
−

→ =
01lim 0  

 

d'où : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf
p

f
p

tfe
p

f
p

pF pt '£101'101

0

+=−−= +
∞

−+ ∫  

 

( ) ( )£ 0df pF p f
dt

+⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦
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On montre de la même manière que : 
 

( ) ( ) ( )
2

2
2£ 0 ' 0d f p F p pf f

dt
⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
 
par récurrence : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2£ 0 ' 0 ... 0
n

nn n n
n

d f p F p p f p f f
dt

−− −⎡ ⎤
= − − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 
Les ( ) ( )0nf représentent les conditions initiales. 

3.2.2.3 Transformée de Laplace de l'intégrale 
 

Soit ( ) ( )∫=
t

dxxftg
0

. Calculons G(p) en fonction de F(p) : 

g'(t) = f(t) donc £[g'] = £[f(t)] = F(p) 
£[g'] = p G(p) - g(0) 
d'où : 

( )[ ] ( ) ( ) ( )011£ g
p

pF
p

pGdttf +==∫  

3.2.2.4 Théorèmes 
Théorème du retard : soit une fonction f(t), nulle pour t < 0 et admettant une 
transformée le Laplace. Retardons cette fonction d'un temps T. Si t < T,  

alors f(t - T) = 0. On a par définition ( ) ( )∫
∞

−=
0

dttfepF pt . Multiplions les deux membres 

de cette équation par e-pT : 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

+−
∞

−−− ==
00

dttfedttfeepFe TtppTptpT  

Effectuons le changement de variable u = t + T, donc du = dt, il vient : 

( ) ( ) ( )∫∫
∞

−
∞

−− −=−=
0

duTufeduTufepFe pu

T

pupT  

La borne basse de l'intégrale est égale à T après changement de variable, mais peut 
se transformer en 0 puisque f(t - T) est nulle pour 0 < t < T. Ainsi : 
 

( )[ ] ( )pFeTtf pT−=−£  
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application : calculer la transformée de Laplace du signal périodique suivant : 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ce signal est composé d'impulsions retardées les unes par rapport aux autres de T. 
L'impulsion élémentaire f1(t) de largeur aT commençant à t = 0 est elle-même 
l'association de deux signaux : ( ) ( ) ( )aTtuEtuEtf −×−×=1  où u(t) est la fonction 

échelon unité. Ainsi : ( ) ( )aTpe
p
EpF −−= 11 . 

 
 
D'autre part, on peut écrire que : 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...32... 1111321 +−+−+−+=+++= TtfTtfTtftftftftftf  

 
La transformée de Laplace étant linéaire, on a de même : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

12 3
1 2 13

1
... 1 ...

1 1

aTp
Tp Tp Tp

Tp Tp

E eF p
F p F p F p F p F p e e e

e p e

−
− − −

− −

−
⎡ ⎤= + + + = + + + + = =⎣ ⎦ − −

On rappelle que : 2 3 41 1 ... ...
1

nx x x x x
x
= + + + + + + +

−
 

Théorèmes de la valeur initiale et de la valeur finale : 
Ces théorèmes sont un corollaire de la propriété : 
 

( ) ( ) ( )
0

' 0ptf t e dt f pF p
∞

− += − +∫  

 
Théorème de la valeur initiale : si p→ +∞, alors l'intégrale du premier membre tend 
vers 0 à cause de e-pt. Donc :  

( ) ( )ppFf p ∞→
+ = lim0  

 
 

Théorème de la valeur finale : si p → 0, on a alors : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

' ' lim ' lim 0
t

pt
t tf t e dt f t dt f t dt f t f

∞ ∞
− +

→∞ →∞→ = = −∫ ∫ ∫  

 
( ) ( )ppFtf pt 0limlim →∞→ =  

 
 

f 

aT T 2T 3T 4T 5T 
t 

E 



 
31
 

3.2.3 Exercices sur les transformées de Laplace : 
 

Transformées de Laplace : 
 

Trouver l’original de ( )
( )22

1
+
+

=
pp
ppF , F(p) se décompose sous la forme : 

( ) ( ) 222
1

22 +
+

+
+=

+
+

p
c

p
b

p
a

pp
p  ; pour obtenir a, on multiplie par p et on fait p = 0, 

pour obtenir b, on multiplie par (p+2)2 et on fait p = - 2 ; enfin, pour obtenir c, on 
multiplie par p+2 et on fait tendre p vers l’infini. 

D’où : ( )
( )

( ) tt eetf
ppp

pF 22
2 25,05,025,0

2
25,0

2
5,025,0 −− −+=⇒

+
−

+
+=   

 
 

Trouver l’original de ( ) ( )2
1

2 ++
+

=
ppp

ppF  

( ) ( )22
1

22 ++
+

+=
++

+
pp

cbp
p
a

ppp
p   pour obtenir a, on multiplie par p et on fait p = 0 ; 

pour obtenir b, on multiplie par p et on fait p → ∞ ; pour obtenir c, on peut prendre une 
valeur particulière de p (p = -1). 
On obtient a = 0,5 ; b = -0,5 ; et c= 0,5 
 
Réponse : ( ) ( )( )6,4832,1cos51,115,0 5,0 °++= − tetf t  
 
Signaux : 
 
Exprimer les signaux suivants en fonction des signaux tests, déterminer leur 
transformée de Laplace : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x1(t) = A u(t) – A u(t – T) ; ( ) ( )
p
eApX

pΔ−−
=

11  

x2(t) = A [u(t – T) – u(t – T - Δ)] ; X2(p) = X1(p).e-Tp 

 
 
 
 
 

t 
Δ 

A 

x1 

t 

T+Δ 

A 

x2 

T 
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x3 = ( )∑
=

Δ−
n

k
ktua

0
 ; ( ) ( )pep

apX Δ−−
=

1
3  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )Δ−
Δ

−
Δ

= trAtrAtx4  ; ( ) ( )2

14 1 pAX p e
p

−Δ= ⋅ −
Δ

 

Soit le signal analogique : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Représenter le signal m défini par : ( ) ( )∫
∞−

=
t

dxxstm  pour t = 0, 10, 12, +∞ 

 

t 

Δ 

a 

x3 

2a 

3a 

4a 

2Δ 3Δ 4Δ 

t 
Δ 

A 

x4 

s 

x 

10 

10 

12 20 

-5 



 
33
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La vitesse d’un moteur doit suivre l’évolution ci-dessous, dessiner puis exprimer 
dt
dN  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( ) ( )453004030010150150 −+−−−−= tutututu
dt
dN  

 

( ) ( )ppp eee
p

pN 454010
2 221150 −−− +−−=  ; N’(p) = p N(p) 

t 

N 

1500 

10 40 45 

150 

-300 

dN/dt 

s 

x 

10 

10 

12 20 

-5 

100 

60 
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Soit le circuit RC : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A t = 0, on applique un échelon de tension de E = 10 V.  
Le condensateur étant initialement déchargé, déterminer Vs(t) par la méthode des 
transformée de Laplace, même question avec un condensateur initialement chargé à 
+ 3 V. 
La solution de ce problème simple est connue, mais nous allons utiliser les 
transformées de Laplace pour le résoudre afin d’illustrer leur emploie dans la 
résolution des équations différentielles. 
L’équation de maille donne : Ve = R.i + Vs. 

Pour un condensateur, on a sdvi C
dt

= . 

On en tire : s
s e

dvRC v v
dt

+ = . 

Ecrivons la transformée de Laplace de cette expression en supposant que le 
condensateur est initialement déchargé à t = 0. 
RC.p.Vs(p) + Vs(p) = Ve(p). 
On aurait pu aboutir directement à l’expression précédente en associant aux éléments 
du circuit leur impédance symbolique (ou opérationnelle, ou généralisée) : 

1, , R C LZ R Z Z Lp
Cp

= = =  

 
Ici, Ve(p) = E/p, on trouve : 

( ) ( )
1 1 1

1 111s
E E E RC RCV p E

p RCp RC RC p pp pp p
RC RCRC

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = ⋅ = ⋅ − = ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ++ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

La table des transformées de Laplace page 26 permet de repasser dans le domaine 
des fonctions du temps : 

( ) 330 101 10 1
tt

RC
sv t E e e −−−

⋅
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Les valeurs de vs(t) pour t = 0 et pour t → ∞ peuvent être aisément déterminées par 
les méthodes classiques. Pour t = 0, nous utiliserons le théorème de la valeur initiale : 
( ) ( )0 lim 0s s pv pV p →∞= ⎯⎯⎯→ . 

Pour t → ∞, nous appliquerons le théorème de la valeur finale : 
( ) ( ) 0lims s pv pV p E→∞ = ⎯⎯⎯→ . 

 

R = 3 kΩ 

Ve VS C=10μF 
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Pour le cas où le condensateur est chargé en t= 0 , on a : 
( ) ( )( ) ( ) ( )0s s s eRC pV p v V p V p− + =  

 

d’où : ( ) ( )
( ) ( )0 01 1

1 11 1
s s

s

RC v vEV p E
p RCp RCp p p p

RC RC

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅

= + = ⋅ − +⎜ ⎟+ + ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

D’où ( ) ( ) 3 330 10 30 101 0 10 1 3
t tt t

RC RC
s sv t E e v e e e− −− −− −

⋅ ⋅
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − + ⋅ = − + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

3.3 modélisation des systèmes dynamiques linéaires continus 
 
Pour connaître le comportement d’un système dynamique afin d’en effectuer ensuite 
la commande et le réglage, il est important de connaître les relations qui existent entre 
les grandeurs d’entrée et les grandeurs de sortie. 
 
L’ensemble de ces relations constitue le modèle mathématique du système. On peut 
distinguer deux sortes de modèle : 
 
• le modèle de connaissance : c’est le modèle du physicien qui est obtenu en 
écrivant toutes les équations différentielles qui régissent le fonctionnement du 
système. C’est donc le modèle idéal, mais, le plus souvent, très difficile à obtenir. Par 
contre, tous les paramètres physiques y apparaissent explicitement. 
 
• le modèle de commande : c’est le modèle de l’ingénieur automaticien qui n’est, 
en fait, qu’un modèle approché plus simple, mais suffisant pour donner une bonne 
idée du comportement dynamique du système. 
 
Très souvent, lorsqu’on ne saura pas écrire les équations différentielles, on cherchera 
un modèle de commande à l’issue d’une étude expérimentale. 
 
 

3.3.1 comportement d’un système dynamique 
 
On représente classiquement le comportement d’un système dynamique linéaire 
continu monovariable par une équation différentielle à coefficients constants : 
 

m

m

mi

i

in

n

n dt
edb

dt
edb

dt
edb

dt
debebsa

dt
dsa

dt
sda

dt
sda +++++=+++++ ......... 3

3

32

2

21001  (1) 

 
La réalisation physique impose d’avoir m ≤ n; n s’appelle ordre du système. La 
solution générale d’une équation différentielle est obtenue en faisant la somme : 
 
• de la solution générale s1(t) de l’équation sans second membre (ESSM) 
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• et d’une solution particulière s2(t) de l’équation avec second membre (EASM) 
 
ce qui se traduit par s(t) = s1(t) + s2(t). C’est bien l’application du théorème de 
superposition. 
 

3.3.2 solution de l’e.s.s.m 
 
La solution de I’E.S.S.M. correspond au régime libre, c’est-à-dire au régime pris par le 
système abandonné à lui-même. Pour trouver cette solution, on calcule les racines de 
l’équation caractéristique : 0... 01

1
1 =++++ −
− ararara n

n
n

n  (2) 
Pourquoi cela ??? Voici quelques éléments de réponse : 
 
Théorème de Schwartz : la solution de l’équation : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

1
0

... ... 0

conditions initiales 0 0 0 ... 0,  mais 0

n i

n in i

n

d s d s dsa a a a s
dt dt dt

s s s s b−+ + + +

⎧
+ + + + + =⎪

⎨
⎪ = = = = =⎩

 

 
est identique à celle de : 
 

1 0 0... ...

conditions nulle à 0

n i

n in i

d s d s dsa a a a s b
dt dt dt

t

δ

−

⎧
+ + + + + =⎪

⎨
⎪ =⎩

 avec δ(t) distribution de Dirac 

 
Autrement dit, le régime forcé par une impulsion de poids 0b , d’un système partant du 
repos, est le même que le régime libre du système partant d’un jeu de conditions 
initiales (0,0,0, … , 0b ) à l’instant 0+. Cela signifie, par exemple, qu’un pendule partant 
du repos (en t = 0-) auquel on communique un choc bref et un pendule ayant une 
vitesse initiale 0b  au point bas en t = 0+ (pendule lâché) auront exactement le même 
mouvement pour t > 0. 
Ainsi, en prenant la transformée de Laplace de 

1 0 0... ...
n i

n in i

d s d s dsa a a a s b
dt dt dt

δ+ + + + + =  avec 0b =1 

On obtient ( ) ( ) ( ) ( )1 0... ... 1n i
n ia p S p a p S p a pS p a S p+ + + + + =  

Soit : ( ) 1
1 1 0

1
... ...n n i

n n i

S p
a p a p a p a p a−

−

=
+ + + + + +

 

Afin d’obtenir s(t), il faut prendre l’inverse de la transformée de Laplace de S(p). D’où 
la nécessité de réduire S(p) en éléments simples. Et d’où l’apparition de l’équation 
caractéristique où p est remplacé par r. 
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Comme les ia  sont réels, les racines ir  ne peuvent être que réelles ou complexes 
conjuguées. En écrivant (2) sous la forme : 

0... 0111 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++ −−

nn

n

n

nn
n a

a
r

a
a

r
a

a
ra  

 
et en appelant ri la ième racine, (2) peut encore s’écrire : 
 

( )∏
=

=−⋅
n

i
in rra

1

0  

 
La solution de I’ESSM s’écrit alors ( ) tr

n
trtr neKeKeKts ⋅++⋅+⋅= ...21

211  où les Ki sont 
les constantes d’intégration. 
 
• Si ri est réelle, alors le terme tr

i
ieK ⋅  est laissé tel quel. 

 
• Si ri est complexe, alors il existe une autre racine ri+1 complexe conjuguée de ri, 
car le produit (r-ri)(r-ri+1) doit redonner un trinôme à coefficients réels. Si l’on pose : 
 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

+ iii

iii

jbr
jbr
ω

ω

1

 

 
Ces deux racines correspondent dans la solution s1(t) à 
 

( ) ( ) ( ) ( )tjteKtjteKeKeK ii
tb

iii
tb

i
tjb

i
tjb

i
iiiiii ωωωωωω sincossincos 11 −⋅⋅++⋅⋅=⋅+⋅ +

−
+

+

 
( ) ( )[ ]tKKjtKKe iiiiii

tbi ωω sincos 11 ⋅−+⋅+⋅= ++  (3) 
 
Or s1(t) est une grandeur physique, donc une grandeur réelle, auquel cas le terme (3) 
ne peut être que réel. De ce fait, j(Ki - Ki+1) est réel, ce qui impose que Ki - Ki+1 soit 
complexe pur. 
 
Les constantes Ki et Ki+1sont impérativement elles-mêmes complexes conjuguées. Le 
terme (3) s’écrit alors 

[ ]tte iiii
tbi ωμωλ sincos +⋅⋅  avec ( )⎩

⎨
⎧

−=
+=

+

+

1

1

iii

iii

KKj
KK

μ
λ

    Ri ∈iet  μλ  

 
ou encore ( )Φ+⋅⋅ tMe ii

tbi ωcos  
 

et dans ces conditions : ( ) ( )∑ ∑
= =

Φ+⋅⋅+⋅=
k

i

l

j
jj

tb
j

tr
i teMeKts ii

1 1
1 cos ω  avec k + 2l = n 
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Conséquences : 
 
• Si les racines ri sont réelles uniquement, on a un régime libre apériodique. 
De plus, si les racines ri sont réelles négatives, ce régime libre s’éteint au bout d’un 
certain temps car 0 tir te si− → →∞ . Inversement si ri est positif le système est 
instable. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 22- régime apériodique 
 
• Si les racines ri sont complexes uniquement, on a un régime oscillatoire. Si, 
de plus, la partie réelle de la racine complexe est négative, ce régime oscillatoire 
disparaît. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 23- régime oscillatoire 

3.3.2.1 solution particulière de l’E. A. S. M. 
La solution particulière de l’équation (1) donne le régime forcé . Elle est obtenue en 
appliquant des règles qui dépendent bien sûr du second membre : 
• si e(t) est un polynôme, alors s2(t) est aussi un polynôme de même degré 
que e(t); 
• Si e(t) est une exponentielle, alors s2(t) est aussi exponentielle; 
• si e(t) est une fonction sinusoïdale, alors s2(t) est encore sinusoïdale. 
 

Le régime forcé a donc la même forme que l’excitation. 

S1 

t 0 
ri > 0 

instable 

S1 

t 
0 

ri < 0 

stable 

S1 

t 0 

S1 

t 0 
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3.3.2.2 conclusion 
 
La résolution de l’équation différentielle met en évidence la superposition d’un régime 
libre indépendant de l’entrée et d’un régime forcé de même forme que l’entrée. Le 
régime libre peut disparaître avec le temps; le régime forcé seul subsiste. Il faut pour 
cela que les racines de l’équation caractéristique soient à partie réelle négative. 
Dans le cas contraire, la sortie du système prend des valeurs évoluant très rapidement 
vers des valeurs très élevées, incompatibles avec un bon fonctionnement matériel, 
mais surtout rendant le système incontrôlable. 
 
Le régime libre, encore appelé régime transitoire, caractérise le comportement 
dynamique du système. Le régime forcé ou régime permanent traduit son 
comportement statique (cf Figure 24). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 24- réponse d'un système stable à un échelon 
 
 

3.3.3 Fonction de transfert 
 
Il est toujours compliqué de résoudre une équation différentielle d’un ordre 
quelconque. La transformée de Laplace va nous aider dans ce travail. 
 
Définition : On considère le système au repos ou alors en régime permanent établi 
depuis suffisamment longtemps toutes les dérivées sont donc nulles à l’instant t = t0. 
La transformée de Laplace de (1) s’écrit alors : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pEpbpEpbpEbpSapSpapSpa m
m

n
n ⋅⋅++⋅⋅+⋅=⋅+⋅⋅++⋅⋅ ...... 1001  

d'où 
 

( )
( ) 01

1
1

01
1

1

...
...

apapapa
bpbpbpb

pE
pS

n
n

n
n

m
m

m
m

+⋅++⋅+⋅
+⋅++⋅+⋅

= −
−

−
−  

 

( ) ( )
( )pE
pSpH =  est appelée fonction de transfert ou transmittance du système. 

S1 

t 
0 

e(t) 

Régime transitoire Régime permanent 
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La fonction de transfert est l’expression qui relie les variations, vis à vis d’un régime 
initial ou point de fonctionnement, du signal de sortie par rapport au signal d’entrée. 
Dans un schéma fonctionnel, un système sera représenté par sa fonction de transfert. 
 
 
 
 
 

Figure 25- schéma fonctionnel d'un système 
 

3.3.3.1 Fonction de transfert d'une machine à courant continu 
Afin d'illustrer cette notion de fonction de transfert, nous allons modéliser le 
comportement d'une machine à courant continu à excitation indépendante accouplée 
à une charge. 

3.3.3.1.1 Machine à courant continu sans charge 
Ecrivons les équations régissant le fonctionnement : 
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considérée), il vient : 
 
 

Ω⋅Φ⋅= kE  
 

couple électromagnétique : 
l'induit est modélisé de la manière suivante en régime permanent (pas d'effet de la 
part de l'inductance) :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 26- induit d'une machine à courant continu  
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On a donc : a
a

aaaaaa
a

aaaa I
dt

dI
LIkIRIV

dt
dI

LkIRV +ΩΦ+=⇒+ΩΦ+= 2  

En régime permanent, Ia est constant et donc 0=
dt

dI
L a

a , l'inductance n'intervient pas 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 27- induit d'une machine à courant continu en régime permanent 
 
Or, Pa=VaIa est la puissance absorbée par l'induit et RaIa2 est la puissance dissipée par 
effet Joule dans l'induit. 
Donc la puissance électrique susceptible d'être transformée en puissance mécanique 
est : Pe = VaIa - RaIa2 = EIa, on l'appelle puissance électromagnétique. C'est elle qui 
donne naissance au couple électromagnétique suivant la formule : 
 

a
aae

e Ik
IkEIP

CCP ⋅Φ⋅=
Ω
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=

Ω
=

Ω
=⇒Ω⋅=  

 
Le couple utile est bien entendu inférieur à cet idéal étant donné l'existence de couple 
de frottements (secs : paliers et fluides : ventilateur claveté sur l'arbre moteur) et de 
pertes fer (hystérésis et courants de Foucault) croissant avec la vitesse et le flux 
magnétique. Cependant, en fonctionnant à flux constant, les pertes ne sont plus 
fonction que de la vitesse, pour les machines importantes, on peut les négliger en 
première approximation. On posera : 
 

utile e aC C k I≈ = ⋅Φ ⋅  
 

3.3.3.1.2 Procédés de commande d'une machine cc 
Ces moteurs sont très utilisés dans le domaine des asservissements. Ils assurent en 
particulier des démarrages et des arrêts fréquents. On trouve principalement deux 
types de commande : 
• Commande à flux constant par la tension d'induit variable. 
• Commande à courant d'induit constant par le flux d'induit variable. 
Ces deux types de commandes ne donnent pas la même fonction de transfert. 
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3.3.3.1.2.1 Commande par la variation de la tension d'induit : 
On règle le flux à sa valeur maximale, l'intensité absorbée par l'induit pour un couple 
résistant donné est donc minimum, en effet : 

maxΦ⋅
−

=
k

CC
I re

a  

Les deux équations fondamentales s'écrivent : 
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Prenons la transformée de Laplace : (on ne considère plus le seul régime Ia = Cte) 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

+⋅+=
⋅=
Ω⋅=

pEpIpLRpV
pIkpC

pkpE

aaaa

ae max

max

 

 
d'où l'expression du couple de la machine : 
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Cette relation montre qu'une machine cc commandée par tension d'induit variable est 

équivalente à une machine idéale produisant le couple ( ) ( )pV
pLR

k
pC a

aa
e +

= max  

indépendant de la vitesse de rotation de la machine et d'un défaut (frottement fluide) 
stabilisant la vitesse (terme négatif) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 28- caractéristiques mécanique du pilotage par tension d'induit 
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Le schéma fonctionnel du moteur CC piloté par induit est alors le suivant : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 29- schéma fonctionnel de la machine cc pilotée par tension d'induit 

3.3.3.1.2.2 Commande par variation du flux inducteur 
 
Le courant d’induit est maintenu constant. Le flux va donc varier puisqu’il est 
proportionnel au courant inducteur. Toutefois on remarque que pour des valeurs fortes 
de ce courant on sature la machine. On a deux solutions : 
 

• on travaille à faible courant ce qui limite l’utilisation 
 

• on utilise des circuits magnétiques de forte section ce qui permet de reculer plus loin 
le coude de saturation mais augmente la taille des moteurs. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 30- flux inducteur 
 
Dans la zone linéaire, la courbe est une droite de pente tgθ. on peut donc écrire : 
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Figure 31- modèle de l'inducteur d'une machine cc 
 
L'équation de maille de l'inducteur donne : 
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LIRV e
eeee ⋅+⋅=  ou bien en transformée de Laplace : 
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Les caractéristiques mécaniques sont désormais les suivantes : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 32- caractéristiques mécaniques du pilotage par courant inducteur 
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Le schéma fonctionnel se réduit à : 
 
 
 
 
 
 
Figure 33- schéma fonctionnel de la machine cc pilotée par courant inducteur 
 
 
La caractéristique mécanique ne comporte pas de frottement fluides. Il sera donc 
nécessaire de stabiliser la vitesse sinon la machine risque de s'emballer. Ce type de 
commande est peu utilisé en automatique. 

3.3.3.1.3 Machine cc accouplée à une charge 
Un réducteur de vitesse, permettant de réduire la vitesse de rotation et d'augmenter le 
couple au niveau de la charge, est généralement placé entre le moteur et la charge. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 34- moteur cc avec charge 
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frottements et les jeux nuls dans le réducteur, alors toute la puissance mécanique 
instantanée appliquée à l'arbre d'entrée du réducteur se retrouve dur l'arbre de sortie, 
donc : 
 

2211 Ω⋅=Ω⋅ CC  
 

C1 est le couple du moteur Ce, C2 est le couple disponible sur l'arbre de sortie pour 
entraîner la charge. Le couple moteur Ce doit équilibrer l'ensemble des couples 
résistants, d'où : 
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J est le moment d'inertie de l'ensemble moteur + charge. 
Afin d'obtenir J et f, on ramène d'abord la charge sur l'arbre moteur. 
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Comme dans le cas du transformateur, pour faire passer des "impédances" du 
primaire au secondaire, ou réciproquement, on multiplie ou on divise celles-ci par le 
rapport de transformation élevé au carré. 
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La charge apparaît donc comme la boite ci-dessous dans un schéma fonctionnel : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 35- schéma fonctionnel de l'ensemble mécanique rotor + charge 
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Si on utilise un pilotage par réglage de la tension d'induit, la Figure 29- schéma 
fonctionnel de la machine cc pilotée par tension d'induit vient s'inclure dans celle ci-
dessus : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 36- schéma fonctionnel du moteur cc piloté par tension d'induit avec 
charge 

Piloté par tension d'induit, le moteur possède une contre-réaction interne. Il ne 
risque pas l'emballement. 
 

3.3.3.2 Modèle de connaissance : 
L'élaboration du schéma fonctionnel ci-dessus s'est effectuée à partir des équations 
physiques du système. On obtient donc le modèle de connaissance. 
Pour obtenir la fonction de transfert de l'ensemble, on va supposer Cr = 0. A partir du 
schéma de la Figure 36- schéma fonctionnel du moteur cc piloté par tension d'induit 
avec charge, on peut écrire : 
 

( ) ( ) ( )p
pLR

kpV
pLR

k
pC

aa
a

aa
e Ω

+
−

+
= max

2
max  

 
et enfin :  

( )
( ) ( )( )pJfpLRk

k
pV
p

eqeqaaa +++
=

Ω
max

2
max  

 

3.3.3.3 Forme canonique d'une fonction de transfert 
La fonction de transfert d'un système n'est utilisable que si on fait apparaître les 
racines des polynômes qui la composent. 
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Soit : 
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K =  est appelé gain statique du système. Ce n'est pas forcément un nombre sans 

dimension. Les τi et τj sont les constantes de temps du système.  Une constante de 
temps rend compte de la dynamique du système, plus celle-ci est faible, plus le 
système est rapide à réagir. Les termes du second ordre sont à laisser tels quels au 
cas où ils ne sont pas décomposables. 
 

3.3.3.4 modèle de commande 
 
L’écriture du modèle de connaissance est aisée sur des systèmes simples que l’on 
connaît bien. Elle l’est beaucoup moins sur des systèmes compliqués. Sur un 
processus déjà existant, de structure complexe et mal connue, elle devient impossible 
et l’ingénieur automaticien ne s’y risque pas. Comment alors trouver une loi s = f(e) qui 
rende compte le mieux possible du comportement dynamique d’un système ? 
 
Ce problème ne peut être résolu que par des essais expérimentaux et à partir de 
connaissances a priori (catalogue de réponses types par exemple). C’est ce que l’on 
appelle identification d’un processus. Un chapitre(10) sera nécessaire pour aborder 
ce problème, mais il est possible d’approcher intuitivement cette phase. 
 
En effet, nous avons défini dans le chapitre 3.1.4 un certain nombre de signaux -tests. 
L’expérimentation s’effectuera à l’aide de ces signaux. Les réponses seront 
comparées à des réponses types et on aura une bonne idée du modèle du processus. 
 
On va trouver deux formes d’essais expérimentaux qui conduiront d’ailleurs aux 
mêmes résultats  
 

• les essais harmoniques, 
 

• les essais temporels. 
 

3.3.3.4.1 essais harmoniques 
 
Si on applique un signal sinusoïdal à un système linéaire, on sait (cf définition) que la 
réponse est sinusoïdale. On montre également qu’une fois les transitoires éteints, 
c’est-à-dire, une fois le régime permanent atteint, la sortie est sinusoïdale, de même 
pulsation que le signal d’entrée, mais d’amplitude et de phase différentes. 
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Supposons e(t)= EM sin ωt et s(t) = SM sin(ωt +ϕ). Appliquons la transformée 
cissoïdale à ces deux grandeurs. Il vient: 
 
e(t) → EM et  s(t) → SM.ejϕ 

 
Rappelons que l’opération de dérivation correspond à une multiplication par jω et 
appliquons cette procédure à l’équation générale d’un système linéaire. Il vient : 
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soit : 
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On retrouve la fonction de transfert dans laquelle on a fait p = jω. On appelle lieu de 

transfert la représentation de F en fonction de ω telle que ( ) ϕω j

M

M e
E
SjF ⋅= . Les 

électroniciens l'appellent réponse en fréquence ou diagramme de Bode. 

3.3.4 Représentation graphique du lieu de transfert 
Trois représentations du lieu de transfert sont principalement utilisées, et nous nous 
intéresserons particulièrement à la troisième : 
 

3.3.4.1 Représentation de Bode : 
 
On trace ( )( )ωjFGdb log20=  et ( )( )ωjFarg=Φ  en fonction de ω dans un plan semi 
logarithmique. 
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Voici par exemple le diagramme de Bode de : ( )
( ) ⎟

⎠
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transfert dont nous reparlerons au chapitre 7.1.6. 
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3.3.4.2 Représentation de Nyquist 
 
On trace ( )ωjF dans le plan complexe. Le lieu est gradué en ω sinon il n'a aucune 
valeur. A tout ωi correspond : 
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Figure 37- représentation de Nyquist 
 

3.3.4.3 Représentation de Black 
 
Elle est très importante, en effet elle seule figure au programme ! 
En fait c’est la représentation de Bode mais transcrite dans un seul plan, le plan 
(GdB,Φ), Φ étant portée en abscisse et GdB en ordonnée. Là encore, le lieu doit être 
gradué en ω et orienté, sinon il n’a aucune valeur. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 38- représentation de Black 
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3.3.5 essais temporels 
 
Le paragraphe 3.3.2.2 a mis en évidence que tout système linéaire répond à une 
excitation par un régime transitoire et un régime permanent. Alors que les essais 
harmoniques ne font pas apparaître le régime transitoire, il n’en est pas de même pour 
les essais temporels : impulsion, échelon et rampe. Chacun d’eux va mettre en 
évidence un certain nombre de paramètres. 
 

3.3.5.1.1 réponse impulsionnelle 
 
L’impulsion permettra de connaître la stabilité du système : 
Si nous donnons une impulsion à la bille celle-ci reviendra au bout d’un moment à sa 
position d’équilibre. Son déplacement dans le temps peut être décrit comme l’indique 
la Figure 39. 
 
 
 

Figure 39- essai impulsionnel sur une bille 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 40- réponse impulsionnelle d'un système stable 
Si l’évolution du système ne s’effectue pas de cette manière, c’est que celui-ci est 
naturellement instable. 
 

3.3.5.1.2 Réponse en vitesse 
Elle permet de savoir si le système suit bien une entrée évolutive. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 41- réponses possibles en vitesse 
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3.3.5.1.3 Réponse indicielle 
C'est l'essai le plus intéressant pour l'automaticien et sans doute le plus facile à 
réaliser (ouverture ou fermeture d'un interrupteur, d'une vanne,…). En observant la 
sortie, on a tout de suite une bonne idée du comportement dynamique du système. 
La réponse d'un système à un échelon unité s'appelle réponse indicielle ou unitaire. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 42- réponse indicielle 

Dans un premier temps, il est facile d'évaluer le gain statique : 
e
SG
Δ
Δ

=  

3.3.5.1.4 Formes fondamentales des réponses indicielles 
Sur les Figure 43 et Figure 44, on remarque, qu'après l'instant d'application de 
l'échelon, la sortie tend vers une valeur d'équilibre Sf au bout d'un "temps plus ou 
moins long". Cette notion caractérise la dynamique de la réponse. Voici quelques 
réponses types : 
 
Réponse exponentielle : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 43- réponse exponentielle 
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3.3.5.1.5 Réponse à dérivée nulle à l'origine 
Elles sont la caractéristique de systèmes d'ordre supérieur à 1 (nous approfondirons 
cette notion d'ordre d'un système prochainement). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 44- réponses indicielles à dérivée nulle à l'origine 
 
Ces trois formes de réponses caractérisent des systèmes naturellement stables. Par 
contre, on peut aussi observer la réponse suivante : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 45- oscillations entretenues 
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Les systèmes présentant des oscillations entretenues en réponse à une excitation 
sont dits instables. On peut aussi, enfin, observer les formes précédentes, mais 
décalées par rapport à l'instant d'application de l'échelon : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 46- mise en évidence d'un retard pur 
En fait, le démarrage de la réponse S n’intervient qu’un temps tR = t1 - t0 après 
l’échelon. Ce décalage est appelé retard pur ou temps mort. Les retards purs vont 
compliquer la tâche des automaticiens car ils réduisent la stabilité et la précision. 
 
 

3.3.5.2 Temps de montée, temps de réponse 
 
Le temps de montée est un élément de réponse bien connu des électroniciens 
puisqu’il contribue à donner une indication sur la bande passante d’un système donc 
de sa rapidité. Il est évalué comme étant le temps mis pour passer de 10% à 90% de 
la valeur finale. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 47- temps de montée de l'électronicien 
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Ce "temps de montée des électroniciens" n'est pas très intéressants pour 
l'automaticien, car il n'a que peu d'intérêt pour évaluer la rapidité de réponse d'un 
système à un échelon. Dans le cas de la figure ci-dessus, on doit tenir compte d'un 
retard pur ignoré par la notion de temps de montée. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 48- une autre inadaptation… 
 
Ici, le temps de montée ne nous donne qu'une très mauvaise idée du temps mis pour 
atteindre le régime permanent. Les automaticiens lui préfèrent le temps de réponse, 
temps séparant l'instant d'application de l'échelon et l'arrivée en régime permanent 
avec une tolérance de ± 5 % (le signal de sortie arrive dans le "tuyau" des 5 %). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 49- mise en évidence du temps de réponse 
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L’intérêt du temps de réponse est qu’il tient aussi bien compte des temps de retard 
que des sur-oscillations. Pour mesurer la vitesse de réaction d’un processus en 
poursuite on utilise aussi le temps de montée des automaticiens (0 à 90% ou 100% de 
la valeur finale) qui tient compte aussi des retards. 
 

3.3.6 conclusion 
 
Essais harmoniques et temporels vont nous permettre d’arriver aux mêmes résultats, 
comme nous le verrons par la suite. Seules leurs conditions d’emploi changeront : tout 
dépendra des conditions expérimentales et du temps réservé à cette expérimentation. 
Dans tous les cas, on aboutira à un modèle de commande suffisamment proche du 
modèle de connaissance. Les chapitres suivants vont nous permettre de décrire les 
modèles de connaissance usuels et de mettre en évidence leurs réponses aux 
signaux-tests. 
Concernant les systèmes harmoniques, les notions de réponse en fréquence et 
fonction de transfert permettent de se ramener à des constructions graphiques 
(Black). Si on a affaire à un système physique, que l'on sait linéaire, mais dont on 
ignore les équations, les techniques de réponse en fréquence permettent de traduire 
ses propriétés sous forme de lieu de transfert. Que l'on parte d'équations ou 
d'expériences, le point d'aboutissement est le même. 
Tout système linéaire peut être caractérisé complètement : 
• soit par sa fonction de transfert; 
• soit par son lieu de transfert gradué en pulsation. 
Ces notions de fonction et de lieu de transfert vont être les outils dont on se servira 
constamment par la suite. 
Il importe de bien saisir la raison qui fait l'intérêt tout spécial de la notion de lieu de 
transfert : on peut tracer le lieu de transfert d'un système physique dont on ignore les 
équations, aussi bien que d'un système non encore réalisé dont les équations sont 
connues; toute méthode de travail qui utilise les lieux de transfert s'applique donc à 
l'un comme à l'autre : l'expérience et la théorie ont le même langage et ce n'est pas si 
fréquent ! 
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4 Systèmes linéaires continus du premier ordre 
 
Tout système, aussi complexe soit-il, possède sa propre fonction de transfert. On 
montre en effet que celle-ci peut être décomposée sous la forme d’un produit de 
fonctions de transfert de systèmes élémentaires. Reprenons la fonction de transfert 
d’un système du nième ordre : 
 

( ) n
n

m
m

papaa
pbpbb

pF
+++
+++

=
...
...

10

10  

 
On a intérêt à faire apparaître les pôles de cette fonction de transfert. Pour cela, on a 
plusieurs solutions 
 

• si le pôle est réel, il apparaît sous la forme pτ+1 , 
 

• si le pôle est nul, il apparaît sous la forme p, 
 

• si le pôle est complexe, il a obligatoirement son conjugué, et ceux ci 
apparaissent sous la forme d’un trinôme du second degré 21 dpcp ++ . 

 
F(p) peut donc encore s’écrire sous la forme: 
 

( )
( ) ( )

1
1 1 0

2

1 1

...

1 1

m m
m m
k l ji

i j

b p b p b p bF p
p p cp dpα τ

−
−

= =

+ + + +
=

+ + +∏ ∏
 avec α + k + 2l = n 

 
Dans ces conditions on distinguera 3 types de processus élémentaire : 
 
• le processus à constante de temps ou processus du 1er ordre; 
 
• le processus en 1/p qu’on appelle intégrateur, car diviser par p la transformée de 

Laplace d’une fonction f revient à prendre la transformée de l’intégrale de f. Ce 
processus est aussi du premier ordre; 

 
• le processus du second ordre. 
 
Les processus du second ordre feront l’objet du chapitre 5. Nous étudierons ici les 
processus à constante de temps et les intégrateurs. 
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4.1 processus à constante de temps 
 
définition : 
Un système à constante de temps est régi par une équation différentielle du premier 
ordre à coefficients constants de la forme : 
 

( ) ( )tekts
dt
ds

=+τ  

 
Si les conditions initiales sont nulles, la transformée de Laplace des deux membres 
donne τ p S(p) + S(p) = k E(p) et la fonction de transfert d’un système du premier 
ordre s’écrit : 
 

( ) ( )
( ) p

k
pE
pSpF

τ+
==

1
 

 
Dans cette expression, k est le gain statique et τ la constante de temps. 
 
Remarque : “Conditions initiales nulles” signifie que le système part du repos ou 
de son point de fonctionnement. Donc à l’instant t = 0, le système est en régime 
permanent. Cette remarque est valable pour toute la suite de ce cours. 
 

4.1.1 Exemples de systèmes du premier ordre 
 

4.1.1.1 circuit RC : 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Figure 50- circuit RC 

 

On a e(t)=Ri(t)+s(t) et ( ) ∫= dti
C

ts 1 , d’où ( )
dt
dsCti ⋅=  et pour terminer : 

( ) ( )tets
dt
dsRC =+  

 
Le condensateur étant déchargé (conditions initiales nulles), le passage en 
transformée de Laplace permet d’écrire la fonction de transfert du circuit : 
 

R 

C 
e s 
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( ) ( )
( ) RC avec 

1
=

+
== τ

τ p
k

pE
pSpF  

 

4.1.1.1.1 moteur à courant continu commandé par inducteur 
On avait écrit : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ee

e
e

e

e
e

ind
e

ee

ind
e R

L
p

k
pV
pC

pFpV
p

R
L

R

k
pV

pLR
k

pC e

e

ind et  
R
k

k avec 
1

1
==

+
==⇒

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

= τ
τ

 

4.1.1.2 thermomètre a mercure 
 
Considérons un thermomètre, de capacité calorifique C et dont l’enveloppe a une 
résistance thermique RTH. Ce thermomètre est plongé dans un bain de température 
TE. On lit la température sur l’échelle graduée. 
Un flux de chaleur Q (analogue à un courant électrique) va s’échanger entre le liquide 
et le thermomètre (il y a pas de flux si TE = TS). TS est la température ‘’de sortie’’ lue 
sur le thermomètre, TE est la température ‘’d’entrée’’ du bain liquide. Ce flux doit 
chauffer l’enveloppe (résistance thermique) avant d’atteindre le mercure et le chauffer. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 51- thermomètre à mercure 
 
Nous pouvons écrire : 
 
• d’une part, que Q.RTH = TE - TS ( perte dans l’enveloppe). On montre que  
RTH = 1/s.h où s est la surface de l’enveloppe et h le coefficient de transmission de 
chaleur; 

• et d’autre part que 
dt

dT
CQ S=  

De ce fait : 
 

( ) ( )
( ) C

ppT
pT

pFTT
dt

dT
CR

R
TT

dt
dT

C
E

S
ES

S
TH

TH

SES
THR avec 

1
1et  =
+

==⇒=+
−

= τ
τ

 

 

TS 

TE 
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4.1.2 Analyse temporelle 

4.1.2.1.1 Réponse indicielle 

On applique à l’entrée un échelon unité donc ( ) ( )pp
kpS
τ+

=
1

 

 
Après décomposition en éléments simples, on obtient : 
 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
τ1

11
pp

kpS  et donc ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−
τ
t

ekts 1  

 
Traçons l’évolution de s(t) dans le temps. Nous caractériserons le régime transitoire 
par : 
 
• le temps de réponse : la valeur finale (régime permanent) étant k, au bout 
d’une constante de temps, on est au 2/3 environ de celle-ci (63%); on voit tout de suite 
que le temps de réponse (± 5% de la valeur finale) est : 
 

τ3=rt  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 52- réponse indicielle d'un premier ordre 
 
 
• le temps de montée: la réponse étant monotone croissante, nous définissons 
le temps de montée comme le temps mis pour que celle-ci atteigne 90% de la valeur 

finale, ce que nous écrivons sous la forme ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

− τ
mt

ekk 19,0 d’où 0,1
mt

e τ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ =  et donc : 

τ3,2=mt  
 

t 

s(t) 

k 

0 τ 

0,63k 

0,95k 
0,86k 

2τ 3τ 4τ 
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Application : 
 
Identification d’un processus inconnu 
 
A partir d’un essai indiciel : 

• on évalue tr, et on en déduit 
3
rt=τ  

• on obtient le gain statique k par : f
f S

S
e
sk ==

Δ
Δ

=
1

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 53- identification d'un premier ordre 
 
Intérêt de la constante de temps 
 
Elle fournit une indication sur le comportement du système : 
 

• si τ est petite, alors tr est faible et le système est rapide 
 

• plus τ est élevée, plus le système est lent. 
 

4.1.2.1.1.1 réponse en vitesse 

On a cette fois ( ) 2

1
p

pE = .  

 

t 

e 

1 

0 

t 

s(t) 
sf 

0 

0,95sf 

3τ 
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D'où ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=⇒

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
+−=

+
=

−
τττ

τ

ττ
τ

t
etkts

ppp
k

pp
kpS

1
1

1 22  

La figure ci-dessous nous donne l’évolution de cette réponse. On voit tout de suite 
que, si k est différent de 1, la sortie ne suit pas l’entrée. On dit qu’elle “traîne”. L’écart 
s’agrandit régulièrement et à la limite devient infini. 
 
Conclusion : Un système du premier ordre ne suit pas en vitesse. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 54- réponse en vitesse d'un premier ordre 
Erreur de traînage : 

( ) ( ) 0 2

1lim lim 1
1

t

t p
kr t k t e p

p p
τε τ τ

τ
−

→∞ →

⎛ ⎞
= − − + ⇒ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

1
1
1

k
k t
k

ε
ε
ε

> ⇒ = −∞
= ⇒ =
< ⇒ = +∞

 

4.1.2.2 réponse impulsionnelle 
C’est la réponse à une impulsion de Dirac δ(t). Comme E(p) = 1 alors  
 

( ) ( ) ( ) τ

τ
ττ

t
ekts

p
kpS −

=⇒
+

=
1

 

 
 
 
 
 
 
 
 

0 
t 

s(t) 

r(t) 

τ 

kτ 

2τ 
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Figure 55- réponse impulsionnelle d'un premier ordre 
 
La réponse impulsionnelle est encore une impulsion. Sa largeur (calculée au tiers de 
sa hauteur) est τ. La valeur résiduelle au bout de 3τ est 5%. 
 
Conclusion : Un système du premier ordre est donc stable. 
 

4.1.2.3 analyse harmonique 
 
On envoie sur l’entrée du système un signal harmonique. Faisons p = jω dans la 
fonction de transfert, il vient : 
 

( )
τ

ω

ω
ωωτ

ω 1 avec 
11

=
+

=
+

= c

c

j

k
j
kjF  

C'est un nombre complexe dont le module (gain statique) est : 
 

( )
2

2
1

c

kjF

ω
ω

ω
+

=  et l'argument (phase) est : ( )[ ]
c

jF
ω
ωω arctanarg −=  

 
Représentation de Black-Nichols 
 
Alors que Bode représente séparément le gain et la phase en fonction de ω, Black-
Nichols trace le lieu dans le plan [G,Φ], ce qui impose de le graduer en ω et de 
l'orienter. G est exprimé en dB soit ( )( )ωjFG log20= . 
 
 
 
 
 
 
 

0 
t 

s(t) 

τ 2τ 3τ 

k/τ 

33% 

5% 
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Le système est entièrement caractérisé par : 
 
• Son gain statique 
 
• Sa pulsation de coupure à 3 dB ωc. Pour cette pulsation, le gain vaut alors 

 20 log k - 3 soit 
2

k  en valeur naturelle. 

 
• Sa bande passante définie à - 3 dB, donc BP = fc. 
 
Conclusion : un système du premier ordre est un filtre passe-bas. 
 
 

4.1.2.4 relation temps-frequence 
 
Le comportement dynamique d’un système à constante de temps est entièrement 
décrit par sa constante de temps τ. Cette dynamique est aussi appelé espace 
fréquentiel puisque ωc = 1/τ et donc: 
 

τπ2
1

=cf  

 
Conclusions : 
 
• un système rapide est un système qui a une bande passante large (faible 
constante de temps). 
 
• un système lent a une bande passante étroite. 

Tracé dans le plan de Nichols

ω =0 
20logk-3 

45° 
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• d’autre part, un système du 1er ordre est aussi un filtre passe-bas. Tous les 
signaux d’entrée de pulsations supérieures à ωc ne seront donc pas transmis. Par 
exemple un enregistreur de fréquence de coupure 2Hz ne peut pas enregistrer des 
signaux de fréquences 10Hz. 
 
Application : On désire enregistrer des signaux carrés dont le temps de montée est 
de 0,2 μs. Pour cela, on utilise un oscilloscope dont la fonction de transfert est 
assimilable à un premier ordre. Quelle doit être sa bande passante ? 
 
Nous avons vu que tm =2,3 τ =0,2.l0-6 s ce qui impose τ =0,09.10-6s  
soit fc = 1,83MHz. 
 
Si les signaux ont une fréquence supérieure à 2 MHz, l’oscilloscope ne peut pas 
répondre : en fait, on mesurera le temps de montée de celui-ci. 
 
Remarque : 

Les produits tmfc ou trfc sont constants : 
⎩
⎨
⎧

=
=

47,0
36,0

cr

cm

ft
ft

 et donc indépendants de la 

constante de temps τ. 

4.2 processus intégrateur 
 
définition :  
C’est un cas particulier du système du premier ordre. Il est régi par l’équation 
différentielle : 
 

( )tek
dt
ds

=τ  

 
Si les conditions initiales sont nulles, sa transformée de Laplace s’écrit : 

( ) ( )pEkpSp =τ  et dans ces conditions, la fonction de transfert du processus 
intégrateur s’écrit : 
 

( ) ( )
( ) p

k
pE
pSpF

τ
==  

4.2.1.1.1 exemples 
 
condensateur pur 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 56- condensateur pur 

V C 

I 
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Par définition, ∫= dti
C

v 1 , donc si le condensateur est initialement déchargé : 

( )
( ) CppI

pV 1
=  

Position angulaire d'un axe 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un axe est entraîné à la vitesse angulaire Ω et entraîne le curseur d’un potentiomètre. 
La relation entre déplacement angulaire θ et vitesse Ω est : 
 

( ) ( ) ( )
( ) pp
pppp

dt
d 1

=
Ω
Θ

⇒Θ=Ω⇒=Ω
θ  

 
Application : Un moteur entraîne par l’intermédiaire d’un réducteur de rapport n une 
charge constituée par un radar de poursuite. Exprimer l’angle d’azimut θs du radar en 
fonction de la vitesse Ω du moteur. 
 
On a le schéma suivant : 
 
 
 
 
 

Figure 57- passage de la vitesse à la position angulaire 
 
Dans ces conditions : 
 

pn
s

s

ss 1
=

Ω
Ω
⋅

Ω
Θ

=
Ω
Θ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

θ 

Ω 

réducteur intégrateur Ω Ωs 
Θs 
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4.2.2 Analyse temporelle  

4.2.2.1.1 Réponse impulsionnelle 
 
On applique une impulsion unité à l'entrée, d'où : 
 

( ) ( )
ττ
kts

p
kpS =⇒=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 58- réponse impulsionnelle d'un intégrateur 
La réponse impulsionnelle est un échelon. Le système ne revient pas à son état de 
repos. L'intégrateur pur est donc un élément déstabilisateur. On dit encore qu'il 
est asymptotiquement stable. 
 

4.2.2.2 Réponse indicielle 
 

Comme ( )
p

pE 1
=  on obtient ( ) 2p

kpS
τ

=  d'où   ( ) tkts
τ

=  

 
La réponse à un échelon est une rampe. Le régime permanent tend vers l'infini. C'est 
la confirmation de l'instabilité. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 59- réponse indicielle d'un intégrateur 

0 
t 

s(t) 

k/τ 

0 
t 

s(t) 

k/τ 
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4.2.2.3 Analyse harmonique 
On fait p = jω dans la fonction de transfert : 
 

( ) ( ) ( )[ ] ωπω
ωτ

ω
ωτ

ω ∀−==⇒=  
2

arget  jFkjF
j

kjF  

4.2.2.4 Réponse dans le lieu de Black  
 

 

4.3 Exercices sur les systèmes du premier ordre : 
 

1. Un enregistreur à plumes (voir photographie ci après) admet pour fonction de 
transfert : 

( )
p

pF
72,1420

1,2
+

= (en mètre par volt) 

a) Déterminer sa constante de temps et son gain statique. 
b) Quelle est sa fréquence de coupure à 3 dB ? 
c) Quel est son temps de réponse à un échelon de tension ? 
La tension à enregistrer, sur cet enregistreur, est un échelon de tension d'amplitude E 
auquel se superpose un bruit parasite sinusoïdal txx 00 sinω=  
d) Calculer littéralement la réponse de l'enregistreur à ce signal bruité. 
e) Discuter en comparant τω 1

0 à . 

f) On a E = 10 volts, x0 = 1 V et f0 = 400 Hz. Déterminer la réponse de l'enregistreur 
au signal bruité. 

Réponse : 
a) τ = 1,72/420 = 4,1 ms et k = 5 10-3 m/V ; b) fc = 38,9 Hz ; c) tr = 12,3 ms. 
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d) Le signal à enregistrer a pour expression : ( ) txEte 00 sinω+= . Le système étant 
linéaire, la réponse à ce signal est la somme des réponses aux signaux élémentaires 
le constituant; une fois le transitoire terminé, c'est donc la superposition d'un échelon 

d'amplitude kE et d'un signal sinusoïdal de la forme ( )0
02 2

0

sin
1

kx tω ϕ
τ ω

+
+

. 

e) Un premier ordre est un filtre passe-bas : donc si 0ωω <<c  alors le bruit est filtré. 

f) On voit que fc<<f0, donc ( ) ( )0,00410,05 1 ts t e−−  
 

 
 

Enregistreur à plumes 
 
 
 
2. La réponse d’un système à un échelon unité est s(t) = 2(1 – e-2t). Quelle est sa 
réponse à une rampe unité ? 
Régime permanent : s(t) = 2 et régime transitoire s(t) = -2e-2t : 
Le régime permanent donne le gain statique k = 2/1=2. 
Le régime transitoire donne la constante de temps τ = ½=0,5 s. 
D’où 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

2 2 1 0,5 0,52 2 0,5 0.5
1 0,5 1 0,5 1 0,5

tF p S p s t t e
p p p p p p

−⎛ ⎞
= ⇒ = = − + ⇒ = − +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
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5 Systèmes linéaires continus du second ordre 
 
Définition :   
Un système de second ordre est décrit par l'équation différentielle suivante : 
 

( )tebsa
dt
dsa

dt
sda 0012

2

2 =++  

 
Pour des conditions initiales nulles, la transformée de Laplace est : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 01

2
2

0
001

2
2 apapa

b
pE
pSpFpEbpSapSpapSpa

++
==⇒=++  

 
Cette fonction de transfert peut encore s'écrire : 
 

( )
2

0

2

0

10

0

1

1

p
a
ap

a
aa

b
pF

++
⋅=  

 
On peut identifier les paramètres de l'expression précédente de la manière suivante : 
 

• 
0

0

a
b

k =  où on reconnaît le gain statique. 

• 
2

0

a
a

n =ω  est la pulsation propre non amortie. 

• 
20

1 1
2 aa
a

⋅
⋅=ξ  est le coefficient d'amortissement. 

 
La forme canonique de F(p) s'écrit alors : 
 

( )
2

221
nn

pp

kpF

ωω
ξ

++
=  

 
ξ est un coefficient sans dimension, alors que ωn est homogène à une pulsation et 
s'exprime en rd/s. 
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Exemples : Circuit RLC 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 60- circuit RLC 
 

On peut écrire : s
dt
diLiRe +⋅+⋅=  or s

dt
dsRC

dt
sdLCe

dt
dsCi ++=⇒= 2

2

 

 
En prenant la transformée de Laplace de cette expression (considérant des conditions 
initiales nulles), il vient : 
 
( )
( ) 1

1
2 ++

=
pRCpLCpE

pS  

 
Identifions les valeurs de ωn et ξ : 
 

LCn
1

=ω  est la pulsation propre d'un circuit oscillant LC (c'est à dire sans 

résistance). Dans un tel circuit, toute l'énergie disponible s'échangerait sans perte 

entre L et C avec une fréquence 
2

nf ω
π

= . Mais étant donné la présence de la 

résistance R, de l'énergie se dissipe par effet Joule. R joue le rôle d'amortisseur. Ceci 
explicite l'expression : "pulsation propre non amortie". 
 

CL
R

2
=ξ  est le facteur d'amortissement. Il est proportionnel à R, donc à un ξ 

faible va correspondre une dissipation d'énergie faible lors de chaque échange. Si R 
est bien choisie, le temps au bout duquel l'énergie sera entièrement dissipée peut être 
assez court. 
 
Le circuit RLC est appelé circuit résonnant, il est en général réglé pour de faibles 
valeurs de R, donc de faible valeur de ξ également, de manière à obtenir nR ωω ≈ . 
 
Moteur cc avec sa charge : 
Reprenant le schéma du moteur à courant continu piloté par variation de la tension 
d'induit et modélisé au 3.3.3.1.3, nous pouvons écrire : 
 

e s 

R L 

C 

I 
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( )
( ) ( ) ( )

max
2

maxa a a eq eq

p k
V p k R L p f J p
Ω

=
+ + +

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
On a donc : 
 

( )
2

2
max

2
max

2
max

max

1

1

p
Rfk

LJ
p

Rfk
fLRJRfk

k
pF

aeq

aeq

aeq

eqaaeqaeq

+
+

+

+
+

⋅
+

=  

 
On voit donc que : 

aeq Rfk
k

k
+

= 2
max

max ; 
aeq

aeq
n LJ

Rfk +
=

2
maxω ; 

( )aeqaeq

eqaaeq

RfkLJ

fLRJ

+

+
⋅=

2
max

2
1ξ  

5.1 Analyse temporelle 
La sortie d'un système du second ordre est donné par : 

( ) ( )pE
pp

kpS

nn
2

221
ωω

ξ
++

=  

Le problème est de décomposer S(p) en fraction rationnelles. Cette décomposition 
dépend du trinôme : 

22
2

2

221 nn
nn

pppp ωωξ
ωω

ξ
++→++  

Le discriminant réduit s'écrit : ( )1' 22 −=Δ ξω n  

+

-
Va(p) 

kmax 

pLR
k

aa +
max  

Ce(p) 

eqeq fJp +⋅
1+ - Ω(p) 

Cr(p) 
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Ainsi : 
 
• Si ξ ≥ 1, le trinôme admet 2 racines réelles et dans ce cas la réponse est 

apériodique. 
 Les deux racines p1 et p2 sont telles que : ( ) ( )2 2

1 22 n np p p p p pξ ω ω+ ⋅ ⋅ + = − ⋅ − , 
d'où : 
 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−=

−+−=

1

1
2

2

2
1

ξξω

ξξω

n

n

p

p
 et en terme de constantes de temps 

( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−+−
=

−−−
=

1
1

1
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• si ξ < 1, le trinôme admet deux racines complexes conjuguées et la réponse est 

oscillatoire amortie. ( ) ( ) ( )
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5.1.1 Réponse impulsionnelle 
Cas où ξ ≥ 1 . Comme E(p) = 1, S(p) se décompose en éléments simples sous la 
forme : 
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Impulse Response
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Figure 61- réponse impulsionnelle d'un 2e ordre (ξ ≥ 1) 
Le système revient au repos, il est donc stable. 
 
Cas où ξ < 1 
S(p) ne se décompose pas, donc : 
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l'allure de la réponse est la suivante : 
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Figure 62- réponse impulsionnelle d'un 2e ordre (ξ < 1) 
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5.1.2 Réponse en vitesse 
Cas où ξ ≥ 1  
L'entrée en rampe admet pour transformée de Laplace 1/p2, après décomposition en 
éléments simples, il vient : 
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Figure 63- réponse en vitesse (ξ ≥ 1) 
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On constate qu'entrée et sortie s'écartent l'une de l'autre en régime permanent. Le 
système du 2ème ordre ne suit pas en vitesse sauf lorsque k = 1. Dans ce cas, l'écart 

reste constant et égal à 
nω
ξ2

− . Cet écart est appelé erreur de traînage. 

 
Cas où ξ < 1  
L'expression de la sortie s'écrit : 
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Figure 64- réponse en vitesse d'un 2e ordre (ξ< 1) 
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5.1.3 Réponse indicielle 
Cas où ξ ≥ 1 
La décomposition en éléments simples donnent : 
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Figure 65- réponse indicielle d'un 2e ordre (ξ ≥ 1) 

L'allure dans le temps de s(t) est liée à τ1 - τ2 et donc à ξ. La dérivée est nulle à 
l'origine. Plus ξ augmente, plus la réponse est aplatie. 
 
Cas où ξ < 1 
On a maintenant : 
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La réponse indicielle est donc oscillatoire amortie. 
Quatre paramètres sont intéressants : 

• le temps de montée tm 
• le temps du premier maximum tpic 
• le dépassement D exprimé en % de la valeur finale 
• la pseudo-période Tp 
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Figure 66- réponse indicielle d'un 2e ordre (ξ < 1) 

 
Ces quatre paramètres peuvent être calculés aisément. 
 

5.1.3.1.1 Calcul du temps de montée 
 
C'est le temps mis pour que s(t) atteigne la valeur k, soit : 
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Figure 67 influence de la pulsation des oscillations libres ωn 

 
L'exponentielle n'étant jamais nulle, il vient : 
 

( ) ππφξωφξω ntt mnmn +=+⋅−⇒=+⋅−
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101cos 22  

 
A chaque valeur de n correspond un point d'intersection de la réponse avec la droite 
d'équation s = k. Le premier point correspond à n = 0, donc : 
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5.1.3.2 Calcul du temps du premier maximum 
 
Les valeurs de t qui annuleront la dérivée s'(t), correspondent aux temps des minima 
et maxima de la réponse s(t). Calculons cette dérivée : 
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Elle s'annule pour : ( ) ( ) 01sin11cos 222 =+⋅−−++⋅− φξωξφξωξ tt nn  
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Si n est pair, tk correspond à un minimum, alors que si n est impair, il correspond à un 
maximum. Le premier maximum a donc lieu pour n = 1, donc : 
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5.1.3.3 Calcul du dépassement D 
 
D'une manière générale, il est possible de calculer la hauteur des minima et maxima, 
en remplaçant t par tk dans l'expression de s(t). On a : 
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La hauteur des minima (n pair) est donc donnée par : 
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Le premier dépassement a lieu pour n = 1, donc : 
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Le dépassement relatif est D/k, que l'on exprime encore en un pourcentage par 
rapport à la valeur finale : 
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5.1.3.4 Calcul de la pseudo période 
 
C'est le temps qui s'écoule entre deux maxima successifs (ou deux minima), soit  
Tp=t2n+1 - t2n-1. Mesurée entre les deux premiers, celle-ci a pour expression : 
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5.1.4 Temps de réponse d'un système du second ordre 
Afin de déterminer tr, il faut déterminer le temps au bout duquel la sortie vaut l'entrée 
indicielle à 5 % prés, soit les équations : 
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Ces équations étant difficile à résoudre, on utilise des abaques comme celle ci-
dessous pour déterminer le temps de réponse. 
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5.2 Analyse harmonique 
La fonction de transfert harmonique d'un système du second ordre s'écrit : 
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Le module et l'argument de ce nombre complexe sont donnés par : 
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5.2.1 Etude du gain : 

Calculons la dérivée du gain par rapport à 
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ω  : 
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On obtient donc : 

Une seule racine 
nω

ω = 0 si ξ > 0,7 

 

Deux racines 0=
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5.2.2 Pulsation de résonance 
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1
≤ξ  alors 
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n ω
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ξ
ω
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=−= 221  La réponse présente une résonance pour la 

pulsation : 
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Figure 68- réponse harmonique d'un 2e ordre 
 
La pulsation de résonance est inférieure à la pulsation propre non amortie , mais elle 
s'en approche de plus en plus lorsque ξ diminue. Pour la valeur limite ωR = ωn, c'est à 
dire si ξ = 0, le système est alors un oscillateur libre. 
 

5.2.3 Facteur de résonance 
Pour ξ ≤ 0,7, l'amplitude de la résonance est donné par : 
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Attention : le facteur de résonance est différent du facteur de qualité des 
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Pour que ces deux facteurs soient égaux, il faut ξ < 0,1. Dans ce cas, ωR et ωn sont 
quasiment confondues. 
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5.2.3.1 Pulsation de coupure 
Pour la pulsation de coupure ωC, le gain chute de 3 dB, ce qui correspond à une 
division par 2  du gain statique en valeur naturelle. On a donc : 
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Cette équation bicarrée admet deux solutions en 
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5.2.3.2 Etude du déphasage 
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La dérivée étant toujours négative, la variation de φ est donc monotone décroissante. 
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Plus ξ diminue, plus la variation de phase est brutale autour de nωω = . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 69- variation de l'argument 
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Figure 70- évolution du lieu de Black en fonction de ksi 
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5.2.3.3 Conclusion 
Le tableau suivant permet la détermination des caractéristiques d’un système du 
second ordre à partir de la connaissance de la réponse indicielle ou de la réponse 
harmonique. Les valeurs ont été calculées à partir des formules élaborées dans les 
paragraphes précédents. 
 
Inversement ce tableau autorise aussi des opérations de synthèse d’un système du 
second ordre lorsque, par exemple, se trouvent fixés le dépassement D et l’un des 
temps définissant la rapidité (tpic, tr, tm ) : 
 

• la valeur de D fixe celle de ξ, 
 

• la valeur de tpic, de tr ou de tm fixe ωn. 
 
 

ξ tmωn trωn 
(5%) 

tpicωn Tpωn D% 

n

R

ω
ω  

n

C

ω
ω  

R

C

ω
ω  

MdB ξ 

0,1 1,68 30 3,16 6,31 73 0,99 1,54 1,56 14 0,1 
0,15 1,74 20 3,18 6,36 62 0,98 1,53 1,56 10,5 0,15 
0,2 1,81 14 3,21 6,41 53 0,96 1,51 1,57 8,1 0,2 
0,25 1,88 11 3,24 6,49 44 0,94 1,48 1,59 6,3 0,25 
0,3 1,97 10,1 3,29 6,59 37 0,91 1,45 1,61 4,8 0,3 
0,35 2,06 7,9 3,35 6,71 31 0,87 1,42 1,63 3,6 0,35 
0,4 2,16 7,7 3,43 6,86 25 0,82 1,37 1,67 2,7 0,4 
0,45 2,28 5,4 3,52 7,04 21 0,77 1,33 1,72 1,9 0,45 
0,5 2,42 5,3 3,63 7,26 16 0,71 1,27 1,80 1,2 0,5 
0,55 2,58 5,3 3,76 7,52 12,6 0,63 1,21 1,93 0,7 0,55 
0,6 2,77 5,2 3,93 7,85 9,5 0,53 1,15 2,17 0,3 0,6 
0,65 3,00 5,0 4,13 8,27 6,8 0,39 1,08 2,74 0,1 0,65 
0,7 3,29 3 4,40 8,80 4,6 0,14 1,01 7,14 0 0,7 
0,75 3,66 3,1 4,75 9,50 2,84 - 0,94 - - 0,75 
0,8 4,16 3,4 5,24 10,5 1,52 - 0,87 - - 0,8 
0,85 4,91 3,7 5,96 11,93 0,63 - 0,81 - - 0,85 
0,9 6,17 4 7,21 14,41 0,15 - 0,75 - - 0,9 
0,95 9,09 4,1 10,06 20,12 0,01 - 0,69 - - 0,95 

 
Figure 71- caractérisation d'un système du second ordre 
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5.3 Exercices sur les systèmes du deuxième ordre : 
 

 
1) Un système admet pour fonction de transfert : 

( )
32,1

5,2
2 ++

=
pp

pF  

Calculer les paramètres statiques et dynamiques de ce système ainsi que sa pulsation 
de coupure à 3 dB. 
 
REPONSE : On écrit tout d'abord cette fonction de transfert sous sa forme canonique, 
soit : 

( )

3
3,01

83,0
2pp

pF
++

=  , on en déduit : 

• le gain statique K = 0,83, 
• les paramètres dynamiques ξ = 0,346 et ωn = 1,73 rd/s. 
La pulsation de coupure est donnée par la formule déjà vue : 

( ) 11221 222 +−+−=⇒ ξξωω nC , on obtient ωc = 2,46 rd/s. 
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réponse indicielle de ( )
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83,0
2pp

pF
++

=  
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2. On considère le filtre actif ci-dessous dans lequel les amplificateurs opérationnels 
sont supposés parfaits : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Calculer la fonction de transfert ( )
( )pVe
pVs  de ce filtre. 

b) On prend R = 200 kΩ, C1 = 2,5 μF, C2 = 0,1 μF. Calculer la pulsation propre du 
filtre ainsi que son coefficient d'amortissement. 

c) En déduire la réponse harmonique et la réponse indicielle de ce filtre. 
 
 
 
 
a) L'ampli-op étant considéré comme parfait, VB=0et i- = 0. En écrivant la loi des 
nœuds en A et B : 

2

1
1

0A
s

e A s A A
A

V C pV
R

V V V V VC pV
R R R

⎧ + =⎪⎪
⎨ − −⎪ + = +
⎪⎩

 

 En éliminant VA entre ces deux équations, on obtient : 
 

( )
( )

1
2 2

2 1 2

1
1 3

s

e

V p
V p RC p R C C p

= −
+ +

 

 
Le deuxième ampli-op est un inverseur de gain k, on a donc : 
 

( )
( )

1
2 2

2 1 21 3
s

e

V p k
V p RC p R C C p

=
+ +

 

b) On trouve ωn= 10 rad/s et ξ = 0,3 

c) Réponse de 2

1
1 0,06 0,01p p+ +

 

 

-

+

-

+
Ve 

Vs 

R 

R kR 

R 
R 

C1 

C2 

A B 

Vs1 
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Step Response
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Nichols Chart
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 Phase (deg): -72.1 
 Gain (dB): 4.85 
 Freq (rad/sec): 9.08 

 
 
2) On désire synthétiser un système du second ordre à partir du cahier des charges 

suivant : 
• la sortie est égale à l'entrée en régime permanent, lorsque l'entrée est un échelon, 
• pour une entrée en échelon, le dépassement doit être inférieur à 10%, 
• le temps de réponse doit être inférieur à 1 seconde et le temps de montée inférieur 

à 0,5 seconde,. 
a) Calculer les valeurs de K, ξ et ωn qui valident ce cahier des charges. 
b) On désire diviser le temps de montée par 5 sans changer les autres paramètres. 

Recalculer les valeurs précédentes. 
 
D<10% impose ξ>0,6. On peut choisir ξ = 0,7, ce qui minimise le temps de réponse, 
pour cette valeur, trωn = 3. On désire tr< 1s ⇒ ωn > 3rad/s; pour ξ = 0,7 on a aussi  
tmωn = 3,29 et tm< 0,5 s ⇒ ωn > 6,58 rad/s. On peut choisir ξ = 0,7 et ωn = 7 rad/s. 

Cela donne : ( ) 2
1

1 0, 2
49

F p
pp

=
+ +

 

Pour diminuer le temps de montée sans changer les autres paramètres, il suffit 
d'augmenter ωn. Avec tmωn = 3,29 , tm < 0,1 s ⇒ ωn > 32,9 rad/s.  
On peut choisir ωn = 33rad/s. 
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Identification d'un système du deuxième ordre 
On souhaite déterminer, à partir d'un essai expérimental, la fonction de transfert d'un 
système mécanique dont on sait qu'il peut être modélisé par un second ordre. Un 
essai statique a fait correspondre à une variation de l'entrée (une force) de 5 N une 
variation de la sortie (un déplacement) de 10 cm. Ensuite, une variation en échelon de 
l'entrée de la forme e(t) = a[1 – u(t)] a permis d'enregistrer le régime dynamique de la 
sortie; nous avons relevé dans la réponse, un premier dépassement de 25% et une 
pseudo-période des oscillations d'environ 7 s. 
a) Donner l'expression de la fonction de transfert du second ordre en unités SI. 
c) Quel est le temps du premier maximum, le temps de montée, le temps de réponse 

de la réponse indicielle? 
 

Gain statique 2 10,1 2.10
5

k mN− −= =  

D = 25 % ⇒ ξ = 0,4; Tp = 7 s donne avec Tpωn = 6,86 , ωn  1 rad/s 

D'où ( )
2

2

2.10
1 0,8

F p
p p

−

=
+ +

 

Le tableau permet d'obtenir tpicωn = 3,43 rad ⇒ tpic = 3,4 s 
tmωn = 2,16 rad ⇒ tm = 2,2 s 
trωn = 7,7 rad ⇒ tr = 7,7 s 
 
La figure ci-dessous représente les amplitudes des déviations obtenues sur un 
enregistreur soumis à des entrées sinusoïdales d'amplitude 20 mV et de fréquence 
variable. 
 

 
L'enregistreur peut être considéré comme un système du second ordre. 
a) Donner les valeurs de son gain statique k, de son facteur d'amortissement ξ et de 

sa pulsation propre non amortie ωn. Ecrire la fonction de transfert du système. 
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b) Quelle est sa fréquence de coupure à – 3 dB ? 
c) Tracer, dans le plan de Black, la courbe de réponse en fréquence de ce système 

du second ordre. 
d) Déduire du a) les paramètres de la réponse indicielle. 
e) La fonction de transfert, sous sa forme normalisée, fait apparaître un numérateur 

égal à 5. Montrer que, si le numérateur était de la forme A(p – z0), on aurait un 
écart entre l'entrée et la sortie nul (en régime permanent) pour des valeurs 
particulières de A et z0 que l'on déterminera, l'entrée étant une rampe de pente a. 

REPONSE 
a) On lit sur le graphique : Indication (pour f = 0 Hz) = 100 mV; on en déduit :  
k = 100/20 = 5; frésonnance = 0,9 Hz;  
facteur de résonance m = 1,6 soit MdB = 4. . 
Du tableau "caractérisation d'un système du second ordre" on tire :  

ξ = 0,33 et ωn = 4,6
88,0

29,0
≈

× π rd/s, d'où la fonction de transfert : 

( ) 2

5
1 0,1 0,024

G j
p p

ω =
+ +

. 

b) On cherche la fréquence fc pour laquelle :  

indication (pour f = fc) = 70
2

Hz) 0  f(pour  indication
≈

= . 

On lit sur le graphique fc ≈ 1,45 Hz. Ce résultat est confirmé par le tableau du polycop 
où pour ξ = 0,33 on lit : 
 

43,1≈=
n

c

n

c

f
f

ω
ω  et 62,1≈=

r

c

r

c

f
f

ω
ω . 

d) Le tracé de G(jω) dans le plan de Black est celui donné ci-dessous pour ξ = 0,33  
(0,3 < ξ < 0,4), après une translation verticale de + 20 log(k) ≈ +14 dB (due au gain 
statique). 
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14 dB 
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Nichols Chart
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Obtenu à l'aide de Matlab en tapant les instructions suivantes : 
 

>> num=1;den=[0.024 0.1 1];h=tf(num,den) 
  
Transfer function: 
          1 
--------------------- 
0.024 s^2 + 0.1 s + 1 
  
>> nichols(h) 
>> hold on 
>> num=5;den=[0.024 0.1 1];h=tf(num,den) 
  
Transfer function: 
          5 
--------------------- 
0.024 s^2 + 0.1 s + 1 
  
>> nichols(h) 

 
e) D% = 33; tr = 1,4 s; tm = 0,31 s; Tp = 1,04 s. 
Dans Matlab, on fait apparaître la réponse indicielle et le "tuyau des 5%" à l'aide des 
instructions suivantes : 

>> step(h) 
>> hold on 
>> line([0 3],[5+5*0.05 5+5*0.05]) 
>> line([0 3],[5-5*0.05 5-5*0.05]) 
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Step Response

Time (sec)

Am
pl

itu
de

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

6

7

tr 

 
En tapant les instructions suivantes dans le "work command" de Matlab, on peut 
remarquer que le temps de réponse à 5% ne dépend pas du gain k. Bien sûr, il ne 
s'agit pas d'une démonstration. 

>> num=1;den=[0.024 0.1 1];h=tf(num,den) 
Transfer function: 
          1 
--------------------- 
0.024 s^2 + 0.1 s + 1 
  
>> step(h) 
>> line([0 3],[1+1*0.05 1+1*0.05]) 
>> line([0 3],[1-1*0.05 1-1*0.05]) 
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k=1 

égalité des temps de réponse quelque soit le gain k 
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f) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
−

⋅−⋅=⋅= →→∞→

sortieentrée

ppt pp
zpA

p
a

p
apppt 2

0
2200 024,01,01

limlim εε  

 

( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+−++
⋅= →∞→ 2

2
0

0 024,01,01
024,01,01

lim
pp

ppAzA
p
at ptε ,  

cette limite tend vers 0 (pour p → 0) si  
 

⎭
⎬
⎫

=−
=⋅+
01,0

01 0

A
zA

 soit A = 0,1 ET z0 = - 10 

 
 

d'où la fonction de transfert : 2024,01,01
1,01

pp
p

++
+  

Les instructions suivantes permettent de faire afficher une rampe unité et la réponse à 
cette rampe unité par Matlab : 
 

>> t=[0:0.1:2]; 
>> r=t; 
>> lsim(h,r,t) 
>> hold on 
>> plot(t,r) 
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Afin d'apprécier la différence de réponse à une rampe, on fait tracer par Matlab la 
nouvelle réponse à l'aide des instructions : 

>> num=[0.1 1];den=[0.024 0.1 1];h=tf(num,den) 
Transfer function: 
      0.1 s + 1 
--------------------- 
0.024 s^2 + 0.1 s + 1 
  
>> lsim(h,r,t) 
>> hold on 
>> plot(t,r) 

 
 

Linear Simulation Results
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L'erreur de traînage est effectivement nulle avec le nouveau numérateur 1+0,1p 
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6 Algèbre des schémas fonctionnels et fonctions de transfert des systèmes 
 

6.1 introduction 
 
On a montré dans les chapitres1 et 2 que les schémas fonctionnels constituent une 
représentation graphique abrégée de systèmes physiques, indiquant les relations 
fonctionnelles existant entre leurs éléments. Ceci permet d’évaluer quelle est la 
contribution de chacun de ces éléments au comportement d’ensemble du système. 
 
Dans ce chapitre nous allons commencer par étudier ces relations avec davantage de 
détails, utilisant les notions de domaine de fréquence et de fonction de transfert 
introduites dans les chapitres précédents. Nous allons ensuite introduire des 
méthodes permettant de mettre des schémas fonctionnels compliqués sous des 
formes plus maniables de façon à les utiliser pour prédire le comportement 
d’ensemble d’un système. 
 

6.2 révision des notions fondamentales 
 
 
D’une manière générale, un schéma fonctionnel est constitué par un assemblage 
particulier de quatre types d’éléments : des rectangles, des comparateurs, les points 
de dérivation, et les flèches représentant la circulation orientée des signaux. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Les lettres capitales sont utilisées pour la transformée de Laplace et la transformée en 
z. L'argument p ou z, est omis lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté ou si les résultats 
présentés sont les mêmes, qu’il s’agisse de la transformée de Laplace (systèmes 
analogiques) ou de la transformée en z (systèmes échantillonnés) des fonctions de 
transfert. 
 
 
On a reproduit ici l'assemblage de base du système asservi dans le chapitre 2. avec 
toutes les grandeurs exprimées en abrégé comme transformées de Laplace. 

Description de l'élément + 

- 

comparateur élément 
Point de dérivation x 

y 

z 

flèche 
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G1 = U/E ou U = G1E. On notera que ces résultats ne s’appliquent pas au cas des 
systèmes mixtes analogiques/numériques comportant des échantillonneurs, 
dépendant du temps (cf cours d'automatique de 3e

 année). 
 

6.3 Relations importantes 

6.3.1.1 Eléments en cascade ou en série 
On peut effectuer la multiplication des fonctions de transfert de tout ensemble fini 
d’éléments montés en série c’est-à-dire que si on monte n constituants ou éléments, 
de fonctions de transfert G1, G2, …, Gn en cascade, ils sont équivalents à un seul 
élément G dont la fonction de transfert est donnée par : 
 

∏
=

=⋅⋅⋅=
n

i
in GGGGG

1
21 ...  

 
On omet souvent le symbole de multiplication quand on ne risque pas de faire de 
confusions. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La multiplication des fonctions de transfert est commutative. 
 
 
 
 
 
 

G1 
+ C 

B 

S 

G2 

H 

E = C ± B U S 

P 

± 
Chaîne d'action 

Chaîne de retour 

G1 G2 
M 

C E G1G2 
C E 

G1G2 
C E 

G2G1 
C E 



 
103
 

On doit éventuellement tenir compte des effets de couplage (interaction entre une 
fonction de transfert et sa voisine) dans la détermination des fonctions de transfert 
individuelles avant de monter les éléments en série. On peut opérer sans précaution 
particulière avec des amplificateurs opérationnels. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

G1 

Y 

G2 

X + 

+ 

Y X 
G1 + G2 

G1 
G1 

G1 

X X 

Y 

G1 

Y 
G1 

X 
+ 

+ 

Z 

G1 

X + 

+ 

Z 

Y 
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Figure 72- association d'éléments en parallèle, ou suppression d'une boucle 
d'action 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 73- retrait d'un élément d'une chaîne d'action 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 74- élimination d'une boucle de retour 
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Attention : remarquer le sens du signe dans la première équivalence de la figure ci-
dessus; lorsque l'on est en contre-réaction (retour négatif), on obtient un signe + au 
dénominateur de la fonction de transfert, - si on est en réaction (retour positif). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 75- retrait d'un élément d'une boucle de retour 
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Tout système bouclé peut toujours se mettre sous la forme d'un système à 
retour unitaire (chaîne de retour sans fonction de transfert autre que 1). 
 
 
 

7 Systèmes asservis linéaires continus 
 
Après avoir étudié les systèmes fondamentaux linéaires continus en boucle ouverte 
(réponse aux signaux tests), nous abordons l'étude des systèmes asservis linéaires 
continus. 
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X + 
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G1G2 
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2

1
G

 
X + 

± 
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7.1 Fonction de transfert en boucle fermée 

7.1.1 Schéma fonctionnel 
Chaque élément de la boucle d'asservissement peut toujours être décrit par sa 
fonction de transfert. Un système asservi peut se mettre sous l'aspect de la figure ci-
dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 76- schéma fonctionnel d'un système asservi 
 
 
 
Sur ce schéma :  
• F(p) est la fonction de transfert de la chaîne directe. 
 
• R(p) est la fonction de transfert de la chaîne de retour. Si R(p) = 1, on dit que le 

retour est unitaire. 
 
On appelle fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO), l'expression : 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )pRpF
p
pUpH ⋅==

ε
 

R(p) 

F(p) 
S(p) + 

- 
E(p) 

U(p) 

P(p) 

ε(p) 
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7.1.2 Fonction de transfert en boucle fermée 
Considérons le schéma général d'un système asservi faisant apparaître l'entrée de 
commande E(p) et l'entrée de perturbation P(p) : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ε(p) = E(p) - R(p)S(p) 
 
S(p) = H2(p) [H1(p)ε(p)+P(p)] 
 
S(p) = H2(p) [H1(p)E(p) - H1(p)R(p)S(p) + P(p)] 
 
S(p) [1 + H1(p)H2(p)R(p)] = H1(p)H2(p)E(p) + H2(p)P(p) 
 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )pP
pRpHpH

pHpE
pRpHpH

pHpHpS ⋅
+

+⋅
+

=
21

2

21

21

11
 (1) 

 
Les deux termes ont le même dénominateur. Dans celui-ci, il est important d'observer 
que : 
 

( ) ( ) ( ) FTBOpRpHpH =21   
 

7.1.3 Fonction de transfert vis à vis de l'entrée principale 
Dans l'expression (1), on fait P(p) = 0, il vient : 
 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
FTBO

pHpH
pRpHpH

pHpH
pE
pS

+
=

+
=

11
21

21

21  (2) 

 
Cette expression présente la fonction de transfert en boucle fermée (FTBF) relative 
à l'entrée principale. 

R(p) 

H1(p) 

S(p) 
+ E(p) 

P(p) 

ε(p) H2(p) 

+ 
+ 

- 
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7.1.4 Fonction de transfert vis à vis de la perturbation 
Si on fait E(p) = 0 dans l'expression (1), il vient : 
 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
FTBO

pH
pRpHpH

pH
pP
pS

+
=

+
=

11
2

21

2  

Ce rapport représente la fonction de transfert en boucle fermée relative à la 

perturbation. En fait, ( )
( )pP
pS  fournit l'aspect régulateur de la boucle d'asservissement 

(effet des perturbations seules sur la sortie), alors que ( )
( )pE
pS  fournit l'aspect 

asservissement ou poursuite. 
 

7.1.5 Détermination graphique de la FTBF 

7.1.5.1 Transformation boucle ouverte - boucle fermée 
En fonction de ce qui précède, si un système est à retour unitaire, sa FTBF peut 
s'écrire : 

FTBO
FTBOFTBF
+

=
1

 

 
Il suffit de faire R(p) = 1 dans (2) 
En régime harmonique, la FTBO peut s'exprimer sous la forme ( ) ( )ωϕω jeA ⋅  où A et ϕ 
sont des fonctions de la pulsation ω : 
• A(ω) représente |FTBO|, donc le gain en boucle ouverte, 
• ϕ(ω) représente arg [FTBO], 
La fonction de transfert en boucle fermée s'écrie donc : 
 

( ) ( )( )
( )( )ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
sincos1sincos1

sincos1sincos
sincos1

sincos
jAAjAA

jAAjA
jAA

jAFTBF
−+++

−++
=

++
+

=  

 
( )

( )
( )

ϕ
ϕϕ

ϕϕ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ

cos21
sincos

sincos1
sincossincossincossincos

2222

22

AA
jAA

AA
AjAjAAjA

++
++

=
++

+−+++
=

 
En régime harmonique, la FTBF est également un nombre complexe que l'on peut 
exprimer sous la forme ( ) ( )ωψω jeB  avec : 

• ( )
ϕ

ω
cos21 2 AA

AFTBFB
++

==  

 

• ( ) [ ]
ϕ

ϕωψ
cos

sinarctanarg
+

==
A

FTBF  
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Conclusion: pour tout ωi, à un point du lieu de transfert en boucle ouverte de 
coordonnées [A(ωi),ϕ(ωi)] correspond un point du lieu de transfert en boucle 
fermée de coordonnées [B(ωi),ψ (ωi)]. 
 
Tout le problème maintenant est donc de trouver une méthode simple pour passer 
d’un point du lieu de transfert en boucle ouverte au point correspondant en boucle 
fermée, car le passage de l’un à l’autre par calcul n’est pas très aisé. Black et Nichols 
ont résolu ce problème en traçant les lieux des points pour lesquels : 
 

• te
dB C

AA
AB =
++

=
ϕcos21

log20
2

, ces lieux sont appelés contours d'amplitude. 

 

• teC
A

=
+

=
ϕ

ϕψ
cos

sinarctan , ces lieux sont appelés contours de phase. 

 
On obtient ainsi l'abaque de Black - Nichols figurant ci-dessous. Les contours fermés 
représentent les contours d'amplitude, les autres les contours de phase. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 77- abaque de Black-Nichols 
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Ce lieu réalise la transformation : 
 

( ) ( )
( )i

i
i jX

jX
jX

ω
ω

ω
+

→
1

 

7.1.6 détermination graphique de la FTBF 
 
On trace le lieu de transfert en boucle ouverte dans le plan de Black. Le passage à la 
boucle fermée est alors très simple. 
En un point M quelconque du lieu de la FTBO, correspondant à la pulsation ωM,  
on lit : 

sur les axes, le gain et la phase en boucle ouverte : 
⎩
⎨
⎧

=
=

MBO

MBO AG
ϕϕ

 

les valeurs des contours d'amplitude et de phase passant par M (ici B4 et ψ2). 

Donc, au point M de la boucle ouverte correspond le point M' tel que : 
⎩
⎨
⎧

=
=

2

4

ψϕMBF

MBF BG
. 

On voit de même qu'au point P correspond le point P' de coordonnées : 
⎩
⎨
⎧

=
=

3
3

ψϕ PBF

PBF BG
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 78- utilisation de l'abaque de Black - Nichols 
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Application : Soit le système dont la FTBO est : 
 

( ) ( )( )pp
pF

1,011
4
++

=  

Ce système est bouclé en retour unitaire. Trouver sa réponse harmonique en boucle 
fermée. 
 

En régime harmonique, la FTBO s'écrit : ( )
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=

10
11

4
ωω

ω
j

jF . 

Cela met en évidence deux pulsations de coupure, ω = 1rd/s et ω = 10 rd/s. Ces deux 
pulsations vont servir de repères pour déterminer les pulsations intéressantes du lieu 
de transfert en boucle ouverte et tracer avec soin le lieu de transfert en boucle 
ouverte. 
Pour obtenir un bon tracé manuellement, il faut prendre entre 10 et 15 points. Pour 
obtenir ces points, il suffira de programmer correctement le gain et la phase sur une 
calculatrice et d'entrer les valeurs correspondantes de la pulsation ω. On obtient pour 
la fonction de transfert ci-dessus: 
 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−=

100
1log101log104log20

2
2 ωωdBG  

 

10
arctanarctan ωωφ −−=  

D'où le tableau des points utiles : 
 
ω 0 0,4 0,7 1 2 3 5 7 10 14 18 25 
G 12 11,5 10,5 9 5 1,5 -3 -6,5 -11 -15,5 -19,5 -24,5
φ 0 -24 -39 -51 -75 -88 -105 -117 -129 -140 -148 -156

 
On peut alors tracer le lieu de transfert en boucle ouverte (cf figure ci-dessous). Il est 
important de bien graduer ce lieu pour une meilleure exploitation et de l'orienter. 
Ce lieu se trace en considérant uniquement le quadrillage orthogonal et en oubliant 
l'abaque de Nichols. Voici le tracé des points des deux colonnes grisées du tableau : 
 

          
          
          
          
          
          
          
          
          
          

 

12 dB 

5 dB 

0 rd/s 
-75rd/s 
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Figure 79- réponse harmonique dans Black - Nichols 
 
Pour déterminer la FTBF, il suffit alors, pour chaque valeur de ω, de déterminer sur 
quels contours se trouve le point correspondant de la FTBO. On obtient : 
 

ω 0 0,4 0,7 1 2 3 5 7 10 
B -2 -2 -2 -2 -2 -2,5 -3,5 -5,5 -9,5 
ψ 0 -5 -9 -13 -25 -40 -66 -89 -114 

 
B(0) est le gain statique en boucle fermé; on lit la valeur B(0) = - 2dB. 
Les pulsations de coupures à - 3 dB peuvent s'observer directement sur l'abaque de 
Black : 
 
• ωC BO se lit sur le lieu de transfert en boucle ouverte, à l'intersection avec la droite 
 G=G(0) - 3=9 dB. 
 
• ωC BF se lit à l'intersection du lieu de transfert en boucle ouverte avec le contour  
 B = B(0) - 3 = - 5 dB. 
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On constate que la bande passante en boucle ouverte est de 1 rd/s, alors qu'en 
boucle fermée elle est de 6,5 rd/s. La boucle fermée a donc élargi la bande 
passante le système est plus rapide. 
 

7.1.7 Détermination des paramètres de la boucle fermée 
On reprend l'exemple précédent mais on admet que la FTBO dispose d'un 
amplificateur de gain variable k. Le gain et l'argument de la FTBO s'écrivent alors : 
 

( )

10
arctanarctan

100
1log101log104log20

2
2

ωωφ

ωω

−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−= kGdB

 

 
Donc, lorsque k varie, seul le gain G change. Dans le plan de Black, multiplier le 
gain k par un facteur A > 1 revient à translater le lieu de transfert verticalement de 
20logA vers le haut. Inversement, si A <1, on translate le lieu de transfert 
verticalement de |20logA| vers le bas. 
Supposons que k = 3. Seules les valeurs du gain sont modifiées dans le tableau 
précédent : 
 
ω 0 0,4 0,7 1 2 3 5 7 10 14 18 25 
B 21,5 21 20 18,5 14,5 11 6,5 3 -1,5 -6 -10 -15 
ψ 0 -24 -39 -51 -75 -88 -105 -117 -129 -140 -148 -156

 
Il suffit donc de translater le lieu de la Figure 79- réponse harmonique dans Black - 
Nichols de 20log3 = 9,5 dB vers le haut, on obtient le lieu b : 
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Figure 80- influence du gain sur les paramètres de la boucle fermée 
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On constate tout de suite que le gain statique en boucle fermée B(0) vaut -0,7 dB. 
Ensuite, en parcourant le lieu de transfert dans le sens des ω croissants, on observe 
que: 
 

• celui-ci coupe des contours d’amplitude supérieure à B(0) : -0.5, 0, 0.25, 0.5 dB, 
 
• il tangente le contour d’amplitude 0.7. dB en ω =9 rd/s 
 
• puis il coupe de nouveau des contours d’amplitude inférieure à ce maximum. 

 
Conclusion: 
 
Le système en boucle fermée présente donc une résonance dont les 
caractéristiques sont: 
 

• facteur de résonance: M = 0,7 - B(0) = 1,4 dB 
 

• pulsation de résonance ωR =9 rd/s 
 
Or, à un facteur de résonance de 1,4 dB correspond un amortissement ξ = 0,49 et 
donc une pulsation propre ωn= 12,5 rd/s. Ces résultats s’obtiennent en consultant la 
Figure 71 caractérisation des systèmes du second ordre. Il est donc possible de 
déterminer les paramètres dynamiques de la réponse à un échelon du système 
bouclé. On a tout de suite sur l’abaque du second ordre: 
 

• dépassement D = 17% 
 

• temps de montée tm=0,19 s 
 

• premier maximum tpic = 0,29 s 
 

• temps de réponse tr= 0,42 s 
 
Enfin, la bande passante à -3 dB en boucle fermée est donnée par l’intersection du 
lieu de transfert avec le contour d’amplitude B(0) - 3 = -3,7 dB.  
On trouve ωC BF = 15 rd/s. 
Nous conclurons sur l’influence du gain : lorsque le gain augmente, l’amortissement 
diminue ce qui peut provoquer une résonance; parallèlement, la bande passante 
s’élargit, donc le système est plus rapide. Enfin, le gain statique diminue et tend vers 
0 dB. 
 
Bande passante 
La bande passante en boucle ouverte est aussi donnée par la lecture du lieu de la 
fonction de transfert en boucle ouverte. Elle est donnée par l’intersection de H(p) avec 
la courbe à gain constant considérée.  Par exemple on lit ωc pour la bande passante à 
– 3 dB. La courbe a de la Figure 80- influence du gain sur les paramètres de la boucle 
fermée donne une fréquence de coupure, en interpolant à vue, ωc = 4 rad/s, la courbe 
b donnerait ωc = 14 rad/s. 
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Contour de Hall 
La courbe à gain constant 2,3 dB est appelée contour de Hall. Ce lieu est utilisé 
comme critère de réglage pour de nombreux asservissements. En effet, il correspond, 
pour un système du deuxième ordre dominant, à une surtension de 1,3, à un 
amortissement d’environ 0,4 et à un dépassement d’environ 22 % pour la réponse 
indicielle. 
 
conseil d’utilisation : Il est conseillé de tracer le lieu de transfert en boucle ouverte 
sur un calque. Le réglage du gain correspondra alors à une simple translation du 
calque parallèlement à l'axe des gains sur l’abaque. Cette méthode est très 
intéressante lorsque l'on veut modifier le réglage. 
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7.1.7.1 Influence d'un intégrateur dans la chaîne directe 
La FTBO dispose maintenant d’un pôle nul : 
 

( ) ( )( )ppp
pF

1,011
4
++

=  

 
En régime harmonique, le gain et la phase s’écrivent respectivement : 

( )

10
arctanarctan90

100
1log101log10log204log20

2
2

ωωφ

ωωω

−−°−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−−=dBG

 

L'intégrateur va relever le gain en basse fréquence, il donne en particulier un gain 
infini en régime statique. Par contre, il induit un déphasage constant de 90°. 
 
ω 0 0,5 0,8 1 1,2 1,5 1,8 2 2,5 3 4 5 6 
G +∞ 17 12 9 6,5 3,5 0,5 -1 -5 -8 -13 -17 -20,5
Φ -90 -119 -133 -141 -147 -155 -161 -165 -172 -178 -187 -195 -201
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Les lieux de transfert sont représentés avec et sans intégrateur. 
 

Figure 81- influence d'un intégrateur sur les paramètres de la boucle fermée 
On observe : 
• Un gain statique en boucle fermé B(0) = 0 
 
• Une résonance d'amplitude 10 dB pour ωR = 1,9 rd/s 
 
Nous pouvons rapidement faire les observations suivantes : 
 

• l’intégrateur a amélioré la précision statique de la réponse en boucle fermée : 
le gain statique vaut 0 dB donc 1 en valeur naturelle; si l’entrée est un 
échelon unité, alors la sortie est égale à 1 en régime permanent ; 
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• par contre, le système présente une résonance d’amplitude de 10 dB !... C’est 
important et donc l’amortissement est très faible : l’intégrateur a un effet 
déstabilisateur sur le système bouclé. 

 
Pour obtenir les paramètres dynamiques du système bouclé, il faudrait mettre en 
évidence le second ordre dominant au dénominateur de la FTBF. C’est faisable mais 
long. On peut remarquer aussi que pour les fréquences moyennes, la FTBF présente 
une résonance comparable à celle d’un second ordre. On peut donc définir un second 
ordre équivalent à ce système du troisième ordre dont les paramètres dynamiques 
sont : 
 • l’amortissement ξ déterminé par le facteur de résonance 

M =B(ωR) - B(0)= 10 dB ; 
 

• la pulsation propre ωn déterminée par la formule 
221 ξ

ω
ω

−
= R

n ; 

 
A partir de l’abaque du second ordre, on a tout de suite ξ = 0,15 et ωn = 1,94 rd/s. Il 
est ensuite possible de déterminer les paramètres de la réponse à un échelon. 
La pulsation de coupure à - 3dB en boucle fermée est donnée par l’intersection du lieu 
avec le contour B(0) - 3 = 0 - 3 = - 3 dB. On trouve ωC BF = 2,8 rd/s. La bande passante 
est plus faible : l’intégrateur ralentit le système. 
 
Attention: la valeur de ωC BF doit être déterminée graphiquement, et non en utilisant 
l’abaque du second ordre : l’erreur commise serait trop importante surtout pour des 
valeurs de ξ plus grandes. 
 

Conclusion :  
 

• un intégrateur, placé dans la chaîne directe ramène un gain statique en 
boucle fermée égal à 0 dB soit 1 en valeur naturelle. Cela signifie qu’en 
régime permanent, si l’entrée est une constante, alors la sortie est égale à 
cette constante. 

 
• par contre, un intégrateur ralentit le système (bande passante plus faible) et le 

déstabilise (ξ très faible donc réponse à un échelon très oscillatoire). 
 

7.1.8 Intérêt de la boucle fermée 
 

7.1.8.1 Cas du premier ordre 
 

Soit le système de FTBO : ( )
p

kpF
τ+

=
1

. On boucle le système en retour unitaire, 

donc la FTBF s'écrit : 
 

( )
p

k
kp

k
FTBO

FTBOpH
'1
'

11 ττ +
=

++
=

+
= avec 

k
kk
+

=
1

'  et 
k+

=
1

' ττ  
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On constate que : 
 
• Le gain statique est inférieur et d'autant plus proche de 1 que k est grand. On 

réduit l'écart entre entrée et sortie en régime statique. 
 
• τ' < τ donc ωC' > ωC; on élargit la bande passante, le système est plus rapide. 
 

7.1.8.2 Cas d'un intégrateur 
 

La fonction de transfert d'un intégrateur s'écrit ( )
Tp
kpF = ; on a en boucle fermée à 

retour unitaire : 
 

p
k
TTpk

k

Tp
k

Tp
k

FTBF
+

=
+

=
+

=
1

1

1
 

 
On observe que : 
 
• Le gain statique est égal à 1. En régime permanent, si l'entrée est une constante, 

alors la sortie est égale à cette constante. 
 
• Si l'entrée est une impulsion, la sortie est exponentiellement décroissante, puis 

revient au repos. L'effet déstabilisateur est donc supprimé. 
 

7.1.8.3 Cas d'un deuxième ordre 
La FTBO d'un deuxième ordre s'écrit de manière générale : 

( )
2

221
nn

pp

kpF

ωω
ξ

++
= , donc en boucle fermée : 

 

2

2

2

2

''
'21

'
21

nnnn

pp

k
ppk

kFTBF

ωω
ξ

ωω
ξ

++
=

+++
=  

avec 
1

'
+

=
k

kk , 1' += knωω  et 
1

'
+

=
k
ξξ  

On observe que : 
 
• Le gain statique est inférieur à 1 mais d'autant plus proche de 1 que k est grand. 
 
• On élargit la bande passante puisque ωn' > ωn , le système est donc plus rapide. 
 
• On diminue l'amortissement, puisque ξ' < ξ, ce qui est très intéressant dans le cas 

de systèmes à fortes constantes de temps. 
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7.1.9 Conclusion 
La boucle fermée : 
 
• Conserve l'ordre du système. 
 
• Améliore la précision statique, d'autant plus que le gain en boucle ouverte est 

élevé; si de plus, la FTBO contient un intégrateur, le gain statique en boucle 
fermée vaut 1. 

 
• Elargit la bande passante et donc augmente la rapidité. 

8 Performances des systèmes asservis linéaires continus 
 
On a vu dans le chapitre précédent tout l’intérêt de la boucle de retour: 
 

• commande plus précise qu’en boucle ouverte, 
 

• bande passante plus large, donc système plus rapide. 
 
Ce tableau serait idyllique si le système bouclé n’était, de temps en temps, instable. 
En fait et on verra pourquoi plus loin, lorsqu’on augmente trop le gain en boucle 
ouverte, il apparaît des oscillations de la grandeur de sortie qui sont incontrôlables et 
qui peuvent mettre en péril l’installation. Il est donc absolument nécessaire de bien 
connaître les conditions d’une bonne stabilité avant de refermer la boucle. Les 
performances d’un système asservi seront, dans ces conditions, jugées selon trois 
critères: 
 

• la stabilité en premier lieu, 
 

• la précision statique ou précision obtenue en régime permanent, 
 

• la rapidité ou précision dynamique. 
 
 

8.1 stabilité des systèmes bouclés 
 
 

8.1.1 définition 
 
Un système est dit stable si, excité par une impulsion de Dirac, il revient à sa position 
de repos. Il est instable dans le cas contraire. 
 
Considérons un système de fonction de transfert F(p) excité par une impulsion de 
Dirac. Puisque e(t) = δ(t) alors E(p) = 1 et de ce fait : 
 
S(p)=F(p)E(p)=F(p) 
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La réponse impulsionnelle d’un système est représentée par sa fonction de transfert. 
La forme du signal de sortie va donc dépendre des pôles de celle-ci; il en sera par 
conséquent de même pour la stabilité. Or, on sait qu’une fonction de transfert peut 
toujours s’écrire sous la forme d’une somme de fractions rationnelles du premier ou du 
second ordre : 
 

∑∑
++

+
+

−
=

j

njnj

j

jj

i

i

i pp

CpB
pp

A
pH

ωω
ξ 22

1
)(  

En revenant au régime temporel, on peut écrire : 
 

( ) ( )∑∑ ++=
j

jj
ta

j
tp

i
i teAeAts ji φωcos  

 
Pour que le système revienne au repos, il faut et il suffit que les termes exponentiels 

tpie  et ta je  tendent vers zéro avec le temps. Dans ces conditions, on peut énoncer le 
théorème suivant : 
 
 

Théorème : 
 
Un système linéaire continu en boucle fermée n’est stable que si tous les pôles 
de sa fonction de transfert sont à partie réelle négative, donc s’ils sont situés 
dans le demi-plan négatif dédié à la variable complexe p.  
 
 

8.2 critères de stabilité d’un système boucle 
 
Considérons le système bouclé suivant: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 82- système bouclé 
 
Sa fonction de transfert en boucle fermée s’écrit : 
 

F(p) S(p) 

R(p) 

E(p) + 

- 
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( )
( )

( )
( ) ( )pFpR

pF
pE
pS

+
=

1
 

 
D’après le théorème précédent, ce système bouclé est stable si les pôles de sa FTBF 
sont à partie réelle strictement négative. Or, ces pôles sont racines de l’équation : 
 

( ) ( ) 01 =+ pFpR  
 
Cette équation est encore appelée équation caractéristique. Pour vérifier la 
condition sur les pôles, il faut les déterminer. Si ce travail est facile pour une équation 
du second degré, cela devient plus ardu pour des degrés supérieurs.  
 
On dispose d’autres méthodes pour vérifier cette condition: 
 

• méthodes algébriques (Routh - Hürwitz , Mikaïlov), ces méthodes ne sont pas 
au programme, 

 
• méthodes graphiques (Critère de Nyquist, Lieux d’Evans). 

 

8.2.1 Méthode graphique : 
Nous n'étudierons qu'une seule méthode graphique, le critère du revers appliqué à 
Black. 

8.2.1.1 Mise en évidence de l'instabilité du système bouclé 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F(p) S(p) 

R(p) 

E(p) + 

- 

ε(p) 

S'(p) 
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La FTBF s'écrit toujours : ( )
( )

( )
( ) ( )pFpR

pF
pE
pS

+
=

1
, sortons le terme F(p) de la chaîne 

directe : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On a  : ( )
( ) ( ) ( )pFpR
p
pS

=
ε
'  

 
Supposons que R(p)F(p) = - 1. Ceci n'est pas aberrant en régime harmonique. En 
effet, si : 
 

R(p)F(p) = - 1, alors  
( ) ( )

( ) ( )[ ]⎩
⎨
⎧

−=

=

πωω

ωω

jRjF
jRjF

arg
1

 

 

Donc, si R(p)F(p) = - 1, alors ( )
( ) 1'

−=
p
pS

ε
 et S'(p) = - ε(p). Comme ε(p) = E(p) - s'(p), 

alors, S'(p) = S'(p) - E(p) et donc E(p) = 0. Nous avons affaire à un oscillateur, même 
si l'entrée est nulle, le signal de sortie ne l'est pas. L'énergie nécessaire provient des 
alimentations de l'ensemble. 
Conclusion : si R(p)F(p) = - 1, le système n'a plus besoin d'une entrée pour être 
piloté, pour produire une sortie, il est instable (tout se passe comme si E = 0). 
 
Maintenant, le problème est de positionner graphiquement la FTBO F(p)R(p) par 
rapport au point - 1. Nous utiliserons pour cela deux théorèmes que nous ne 
démontrerons pas : 
 
• Le théorème de Cauchy. 
• Le théorème de Nyquist. 

F(p) 
S(p) 

F(p)R(p) 

E(p) + 

- 

ε(p) 

S'(p) 
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8.2.1.2 Théorème de Cauchy 
Soit F(p), une fonction analytique de la variable complexe p. Soit Z le nombre de zéros 
et P le nombre de pôles de F(p) situés à l'intérieur d'un contour fermé (C) situé dans le 
plan complexe. Lorsque p décrit le contour (C), alors F(p) décrit une trajectoire fermée 
(Γ) plus ou moins compliquée, située dans le plan complexe. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 83- théorème de Cauchy 
 

Si la trajectoire (Γ) entoure l'origine 0, alors elle ne peut le faire que N fois 
avec N = Z - P 

 

8.2.1.3 Théorème de Nyquist 
Nous savons qu’un système est instable si un pôle de sa fonction de transfert est à 
partie réelle positive. Nous allons donc choisir un contour (C) qui englobe le demi-plan 
complexe positif. Ce contour est appelé contour de Bromwich. 

+ 
+ + 

+ 
P : pôles 

Z : zéros 

Re 

Im 

Re 

Im 

0 0 

(Γ) 
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Figure 84- contour de Bromwich 
Pour observer la stabilité du système bouclé, il suffit de vérifier que 1+ F(p)R(p) = 0 
n’a pas de racines dans le contour de Bromwich, ou encore tout simplement, de tracer 
le lieu de transfert 1 + F(p)R(p) dans le plan complexe. 
 
D’après le théorème de Cauchy, si ce lieu n’entoure pas l’origine, alors 1 + F(p)R(p) 
n’a pas de racines dans le contour de Bromwich. Il revient au même de dire que, si 
F(p)R(p) n’entoure pas le point (-1, 0), alors 1 + F(p)R(p) n’a pas de racines dans le 
contour de Bromwich. 
 
D’où le théorème de Nyquist: 
 

Un système bouclé est stable si son lieu de transfert en boucle ouverte 
n’entoure pas le point ( -1, 0). 

 
Tout système bouclé, comme celui ci-dessous: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Re 

Im 

0 

C 

F(p) S(p) 

R(p) 

E(p) + 

- 

ε(p) 

S'(p) 
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peut se mettre sous la forme : 
 
 
 
 
 
 
 
( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1

S p F p R p
E p R p F p R p

= ×
+

, le facteur 1/R est stable en général (sinon on étudie à 

part sa stabilité propre). Il reste à analyser la stabilité du système à retour unitaire de 
fonction de transfert : 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )1

F p R p F p R p
F p R p D p

=
+

 

Les pôles de cette fonction de transfert sont aussi les zéros du dénominateur D(p) : le 
système est stable si les zéros du dénominateur sont dans la moitié gauche du plan 
complexe. 
Si p décrit le contour de Bromwich (C), F(p)R(p) = D(p) – 1 décrit un contour fermé (Γ) 
d'équation : F(jω)R(jω). 
Soit Z, le nombre de zéros de D(p), et P le nombre de pôles de D(p) à parties réelles 
positives. Le contour de Bromwich (C) entoure ces zéros et ces pôles et le contour (Γ) 
fait (Z – P) tours autour du point ( -1). 
Le système est stable si Z = 0, donc si le nombre de tours est égal à (-P). 
Si F(p)R(p) est initialement stable, les pôles de F(p)R(p), et donc de D(p), sont à 
parties réelles négatives, P = 0. Par suite, le nombre de tours doit être égal à zéro. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 85- exemples d'application du théorème de Nyquist 
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En d’autres termes, pour que F(p)R(p) n’entoure pas le point ( -1, 0), il faut et il suffit 
que : 
• son nombre de pôles et zéros dans le contour de Bromwich soit nul, 
 
• ou que le nombres de pôles positifs soit égal au nombre de zéros positifs.  
Le point ( - 1, 0) est appelé point critique. 

8.2.1.4 Critère du revers 
 
Sauf cas particuliers, la structure des fonctions de transfert des systèmes 
monovariables est simple et permet de simplifier l’application du théorème de Nyquist. 
Le critère du revers s’énonce alors ainsi : 
 
 
Si, en parcourant dans le plan complexe le lieu de transfert d’un système en 
boucle ouverte dans le sens des ω croissants, on laisse le point critique à 
gauche, le système bouclé est stable. Il est instable dans le cas contraire. 
 
Les figures suivante donnent quelques exemples d’application du critère du revers. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 86- critère du revers dans le plan de Nyquist 
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8.2.1.5 Extension du critère du revers au plan de Black 
De la même manière que précédemment, on peut étendre le critère du revers dans le 
plan de Black - Nichols. Le point critique est alors : 0 dB, - 180°. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 87- critère du revers dans le plan de Black 
 
Il est aisé de constater qu’un lieu, correspondant à un système stable et qui laisse le 
point critique à gauche dans le plan de Nyquist, le laisse cette fois à droite dans le 
plan de Black - Nichols (cf Figure 87). 
 

8.2.1.6 Influence du gain sur la stabilité 
 
Que se passe - t - il si on fait varier le gain statique k du système en boucle ouverte ? 
On peut directement raisonner dans le plan de Black - Nichols. 
 
En effet k étant indépendant de ω, tracer le lieu de transfert en boucle ouverte, c’est 
tracer pour chaque valeur de ω les points d’affixe {k.|FTBO|, arg[FTBO]}. Donc si on 
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stable 

instable 

- 180 
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fait varier k, seul le module k.|FTBO| va être affecté. Pour différentes valeurs de k, on 
obtient donc une famille de lieux homothétiques. 
On voit tout de suite, qu’en augmentant k, le lieu de transfert va s’approcher du point 
critique. En effet, dans le plan de Black - Nichols, augmenter le gain déplace la Figure 
88 courbe vers le haut. Ainsi sur la Figure 88, le gain k3 rend le système bouclé 
instable. Il existe donc une valeur kC du gain qui place le système bouclé à la limite de 
l’instabilité (le lieu passe alors par le point critique). Cette valeur kC est appelée gain 
critique. Elle définit la stabilité absolue. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 88- influence du gain k 
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influence de la position des pôles d'une fonction de transfert sur sa 
stabilité 
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8.2.1.7 Exemple de système stable ou instable selon le gain de la boucle de 
retour : 

Soit l’oscillateur sinusoïdal à pont de Wien dont le schéma figure ci-dessous: 
 

                                       
Nous allons d’abord étudier deux montages simples, chacun composés de deux 
fonctions de transfert complexes: A  et B , et déterminer leur conditions d’oscillation. 

 
 
 
 
 
 
 
S=A.ε 
ε = +E B S.  
d’où S A E A B S= +. . .  
 

S
A
A B

E=
−1 .

 

[montage à réaction positive] 
 

si A B. = 1 alors 
A
A B1−

→ ∞
.

 

dés lors S existe même si E→0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vs 

E A

B

+

+
S
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S=A.ε  
ε = −E B S.  
d’où S=A E A B S. . .−  
 

S
A
A B

E=
+1 .

 

[montage à réaction négative] 
 

si A B. = −1 alors 
A
A B1+

→ ∞
.

 

dés lors S existe même si E → 0  
 
 E=0, S≠0, les montages sont des oscillateurs. 
L’énergie nécessaire à la création d’oscillations provient de sources continues 
alimentant un étage amplificateur (A  par exemple). 

A B. = 1⇒
=

=

⎧
⎨
⎩

A B
A B

.
arg .

1
0

 

 

A B. = −1⇒
=

=

⎧
⎨
⎩

A B
A B

.
arg .

1
π

 

 
 

Fonction A  de l’oscillateur: 
Soit le circuit:  

( )
V R i

V R R i
V
V

R R
R

e

s

s

e

=

= +

⎫
⎬
⎭
⇒ =

+2

1 2

1 2

2
 

 
C’est un montage amplificateur. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

- une condition de pulsation 
- une condition d’entretient 

E A S 

B

-

+
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Fonction B  de l’oscillateur: 

                           
 

 
L’oscillateur: 

                  
 
 

Ici le montage est à réaction positive (rebouclage sur la borne +). Ainsi la condition 
d’oscillation est A B. = 1. Soit: 

 

( )R R
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R jR C jC
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j
RC
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+
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= + −
ω ω
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La partie imaginaire du membre de droite doit s’annuler étant donné que l’on a un réel 
pur dans le membre de gauche, d’où: 

                                   R C2 2 2 1ω =     si R et C sont donnés: f
RC

=
1

2π  condition 

de pulsation. 

Il reste 
R
R

1

2
1 3+ = ⇒  R R1 22=  condition d’entretient. 

 
 
Solution par "l'automaticien" : 
 
La fonction de transfert B s'écrit en transformée de Laplace :  

( )
( ) 2 2 21 3

S

E

V p RCp
V p RCp R C p

=
+ +

 

 
La fonction de transfert A correspond à un simple gain k. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) 2 2 21 1 3

S p B p RCp
E p A p B p RC k p R C p

= =
+ + − +

 

 
Posons RC = 1 pour simplifier : 
 
( )
( ) ( ) 21 3

S p p
E p k p p

=
+ − +

 

 
Trois cas se présentent : 
 
1. k<3, les lieux de transfert ont l'allure suivante : 

Pour k=2 par exemple, on obtient : ( )
( ) 21

S p p
E p p p

=
+ +

 

 

B(p) S(p) 

A(p) 

E(p) + 

+ 

ε(p) 
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Nichols Chart

Open-Loop Phase (deg)
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La fonction de transfert possède 2 pôles : 
-0.5000 + 0.8660i 
-0.5000 - 0.8660i 

elle s'écrit donc :
( )( )0,5 0,866 0,5 0,866

p
p j p j+ − + +

 

Lorsqu'on en fait l'analyse harmonique, on remplace la variable p par jω, d'où : 

( )( ) ( )( ) ( )( )0,5 0,866 0,5 0,866 0,5 0,866 0,5 0,866
j j

j j j j j j
ω ω

ω ω ω ω
=

+ − + + + − + +
 

La phase de la fonction de transfert est : 
0,866 0,866( )

0 0,5 0,5
arctg arctg arctgω ω ωϕ − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

0 0
0,866 0,866lim lim 90 90 59,99 59,99 90

0,5 0,5
arctg arctgω ω

ω ωϕ → →

⎛ ⎞− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ° − − = °+ °− ° = °⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
0,866 0,866lim lim 90 90 90 90 90

0,5 0,5
arctg arctgω ω

ω ωϕ →+∞ →+∞

⎛ ⎞− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ° − − = °− °− ° = − °⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
Le gain en dB s'exprime par la formule : 
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( ) ( )( ) ( )( )2 22 220 log 10log 0,5 0,866 10log 0,5 0,866G ω ω ω= − + + − + −  

 
Le gain tend vers l'infini si ω tend vers 0 ou vers l'infini. 
 
Le lieu ne passe pas au dessus du point critique, il n'y a donc pas d'instabilité. 
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2. k = 3 
La fonction de transfert devient : 
 
( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )21 1 1

S p S jp p j
E p p p j p j E j j j

ω ω
ω ω ω

= = ⇒ =
+ + − + −

 

d'où : 
1 1

0 0 0
arctg arctg arctgω ω ωϕ + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

0 0
1 1lim lim 90 90 90 90

0 0 0
arctg arctg arctgω ω

ω ω ωϕ → →

⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = °− °+ ° = °⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

1 1lim lim 90 90 90 90
0 0 0

arctg arctg arctgω ω
ω ω ωϕ →+∞ →+∞

⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = °− °− ° = − °⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 
d'où la FTBF (fonction de transfert en boucle fermée) dans Black Nichols 
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La réponse impulsionnelle ou indicielle donne le même résultat : 
 

Step Response

Time (sec)

Am
pl

itu
de

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
On a un oscillateur sinusoïdal. Il n'y a ni atténuation, ni amplification du signal, l'onde  
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3. k>3 
Prenons par exemple k=3,1 
Les pôles de la fonction de transfert sont : 
 
0.0500 + 0.9987i 
0.0500 - 0.9987i 
 
Cette dernière s'écrit : 
 
( )
( ) 21 0,1

S p p
E p p p

=
− +

 

 
( )
( ) ( )( ) ( )( )0,05 0,9987 0,05 0,9987 0,05 0,9987 0,05 0,9987

S p p j
E p p j p j j j j j

ω
ω ω

= →
− − − + − − − +

 
( )
( ) ( )( ) ( )( )0,9987 0,05 0,9987 0,05

S j j
E j j j

ω ω
ω ω ω

=
− − + −

 

 
la phase est : 
 

0,9987 0,9987( )
0 0,05 0,05

arctg arctg arctgω ω ωϕ − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

0
0,9987 0,9987lim ( ) 90 87,13 87,13 90
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arctg arctg arctgω

ω ω ωϕ →
− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − = °− °+ ° = °⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
0,9987 0,9987lim ( ) 90 90 90 270

0 0,05 0,05
arctg arctg arctgω

ω ω ωϕ →∞
− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − = °+ °+ ° = °⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
 
Le gain tend vers l'infini que ω tende vers 0 ou vers l'infini. 
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La FTBF dans Black Nichols : 
Nichols Chart
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Le lieu de transfert passe au dessus du point critique lorsque ω croît, il y a instabilité. 
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Voici la réponse impulsionnelle illustrant l'instabilité : 
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8.2.1.8 degré de stabilité d’un système 
 
Apprécier le degré de stabilité d’un système c’est quantifier son éloignement de la 
juste instabilité. En effet, il n’est pas possible de se contenter du gain critique kC et de 
“se placer” juste un peu avant, et cela pour plusieurs raisons : 
 

• si le lieu est trop voisin du point critique, alors on sait qu’il présente une 
résonance élevée; le système est faiblement amorti et le temps de réponse 
est important; 

 
• il faut se garder des variations de caractéristiques de l’amplificateur 
qui pourrait amener k à sa valeur critique avec le temps; 
• il ne faut pas oublier l’influence des retards parasites; ils ont un effet 
déstabilisateur en déplaçant le lieu vers les déphasages négatifs, et donc ils 
déstabilisent le système bouclé; 

 
• il ne faut pas non plus oublier que les processus physiques sont très 
souvent non linéaires, variant dans le temps et opérant en milieu bruité; 

 
• enfin le modèle du système n’est peut-être qu’un modèle approché, et 
donc, le lieu de transfert réel ne coïncide pas tout à fait avec le lieu modélisé. 

 
Toutes ces considérations ont conduit les automaticiens à définir une « réserve » de 
stabilité appelée robustesse. La stabilité doit être une propriété robuste, c’est à 
dire qui résiste à tous les problèmes cités ci-dessus. 
 
Les critères qui servent à quantifier l’éloignement du lieu de transfert du point critique 
sont: 
 

• la marge de gain MG, 
 

• la marge de phase Mφ, 
 

• la marge de retard MR, 
 

• la marge de module MM. 
 
 

8.2.1.8.1 Marge de gain 
 
C’est l’accroissement maximum autorisé à la pulsation où : 
 

arg[FTBO] = - 180° 
 

Dans le plan de Black, elle se détermine facilement (cf Figure 89). La marge de 
gain MG s’exprime souvent en dB. Les valeurs typiques retenues pour une bonne 
marge de gain sont : 
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dBM G 6≥  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 89- marges de gain et de phase 
 

8.2.1.8.2 Marge de phase 
 
C’est la phase qu’il faut ajouter à arg[FTBO] lorsque |FTBO|dB = 0 (cf Figure 89). La 
pulsation ωCR correspondant à |FTBO|dB =0, s’appelle pulsation de croisement. Dans 
le plan de Nyquist, c’est le point qui correspond au « croisement » du lieu de transfert 
avec le cercle unité. Les valeurs typiques pour une bonne marge de phase sont : 
 

°≤≤° 6030 φM  
 

8.2.1.8.3 Marge de retard 
 
Un retard introduit un déphasage pur proportionnel à la pulsation RTωφ −= . On peut 
donc convertir la marge de phase en une marge de retard, le retard toléré étant alors  
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8.2.1.8.4 Marge de module 
 
La marge de module mesure la distance entre le point critique et le lieu de transfert en 
boucle ouverte. Dans le plan de Nyquist, c’est le cercle de centre ( -1, 0) tangent au 
lieu de transfert (cf Figure 90). Il résulte de cette définition que : 
 

FTBOM M += 1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 90- marge de module 
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Dans le plan de Black, le point de tangence du lieu avec le contour d’amplitude 
maximum correspond à la pulsation de résonance. On peut donc définir la marge de 
module par : 
 

MAX
M FTBO

FTBOM
+

=
1

 

 
Une marge de module raisonnable est telle que : 

 
dBM M 3,2≤  

 
Dans ces conditions, un facteur de résonance supérieur à 2,3 dB donne une faible 
robustesse. 

 

8.2.2 Stabilités régulière et non régulière 
 

8.2.2.1 Stabilité régulière 
 
Seuls les systèmes d’ordres inférieurs à 3 sont stables si on les boucle. Pour les 
autres, tout va dépendre de la valeur du gain en boucle ouverte. 

8.2.2.1.1 k < kC 

 
Le lieu de transfert en boucle ouverte est tangent à un contour QdB. Ce contour 
représente l'amplitude de la résonance en boucle fermée. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 91- stabilité régulière 
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Le point de tangence donne la pulsation de résonance ωR. L’intersection du lieu avec 
l’axe des gains donne la pulsation critique ou pulsation d’oscillation ω0. En effet, si 
nous augmentons le gain k, le lieu se déplace longitudinalement, et pour k = kC le lieu 
passe par le point critique : on constate que la pulsation correspondante est bien ω0. 
 

8.2.2.1.2 k > kC 

 
Le système est instable en boucle fermée. La sortie est oscillatoire et devrait, 
théoriquement, tendre vers l’infini en amplitude. De telles oscillations devraient 
logiquement détruire le système. En pratique, les non-linéarités de celui-ci limitent 
l’amplitude de l’oscillation : par exemple, un amplificateur va se saturer à la tension 
d’alimentation. 
 
Si maintenant on mesure la pulsation de ces oscillations, on trouve ω0. La sortie 
évolue autour d’une valeur moyenne sM avec cette pulsation. La valeur sM est fixée par 
l’entrée de consigne E0 et le gain statique G en boucle fermée : 
 

sM =G.E0 
 
On dit encore que le système “pompe”, (cf Figure 92). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 92- pompage d'un système 
 
 
On a bien sûr ω0 = 2π/Tosc 
 
Conclusion : Un système bouclé d’ordre n > 2, qui pompe si on augmente trop le 
gain, est appelé système à stabilité régulière. 
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8.2.2.2 Stabilité non régulière 
 
De nombreux asservissements ne se comportent pas comme des systèmes à stabilité 
régulière lorsqu’on fait varier le gain k. 

8.2.2.2.1 Systèmes toujours instables 
 

Ils ont dans leur FTBO un pôle nul multiple, par exemple ( ) ( )pp
kpF
τ+

=
12  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 93- systèmes toujours instables 
 

8.2.2.2.2 Systèmes apparemment toujours stables 
 
Ce sont des systèmes du second ordre à gain élevé ou des systèmes d’ordres 
supérieurs apparemment correctement réglés, sur lesquels interviennent des retards 
parasites. Ces retards sont souvent imprévisibles. Ils font partie de la technologie du 
système. Tout se passe comme si le lieu de transfert en boucle ouverte se déplaçait 
dans le sens des déphasages négatifs. Cela peut suffire pour rendre un système 
instable, même s’il est du second ordre. 
 
 

8.3 précisions des systèmes asservis 
 
Le rôle des systèmes asservis est de faire suivre à la sortie s(t) une loi fixée par e(t), 
avec pour idéal ε(t) = e(t) - s(t) = 0. En pratique, que peut-il se passer ? 
 

• l’entrée varie : le système fonctionne en suiveur et réalise la fonction 
asservissement; 

 
• l’entrée est constante mais un signal de perturbation peut venir se 

superposer au signal utile en un point quelconque de la chaîne. Le fait de 

Re 

Im 

- 1 0 
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maintenir ε = 0 malgré cette perturbation impose que le système fonctionne 
en régulateur. 

En fait, les deux sources d’erreur sont présentes simultanément, mais en vertu du 
théorème de superposition, on peut écrire que : 
 
ε(t) = εe(t) + εp(t), avec  
 

• εe(t) signal d’erreur dû aux variations de l’entrée, 
 

• εp(t) signal d’erreur dû à la perturbation. 
 
Les expressions de εe(t) et de εp(t) se calculant séparément, nous pourrons revenir 
ensuite à la forme générale e(t). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 94- système asservi : cas général 
 
 
 
Nous nous intéresserons dans ce paragraphe à l’erreur permanente, c’est à dire 
l’écart qui subsiste en régime permanent. Cette erreur est encore appelée erreur 
statique. En appliquant le théorème du retard, nous pouvons écrire que : 

( ) ( )ppt pt εεε 0limlim →∞→ ==  
 

8.3.1 Système sans perturbation et à entrée variable 
On a P(p) = 0, et en posant F(p) = F1(p).F2(p), il vient : ε(p) = E(p) - F(p).ε(p) 

D'où : ( ) ( ) ( )pF
pEp

+
⋅=
1

1ε  ou encore : 

( ) ( )
FTBO

pEp
+

=
1

ε  

 
Ainsi, l'écart ε est lié d'une part à la forme du signal d'entrée et d'autre part à la forme 
de la FTBO. 

F1(p) 

S(p) 
+ E(p) 

P(p) 

ε(p) F2(p) 

+ 
+ 

- 
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8.3.1.1.1 Influence de l'entrée : 
 
Si l'entrée est un échelon, l'écart est appelé écart de position et est noté εP. 
Si l'entrée est une rampe, l'écart est appelé écart de traînage et est noté εt. 
Si l'entrée est une parabole, l'écart est appelé écart en accélération et est noté εa. 
 

8.3.1.1.2 Influence de la FTBO :  
La forme de la FTBO dépend du nombre d'intégrateurs qu'elle contient. D'une manière 
générale :  

( )
( )pDp
pNkFTBO n=  avec N(0) = D(0) = 1, n est appelé classe du système. 

 

8.3.1.2 Système de classe 0 (pas d'intégrateur) 
( )
( )pD

pNkFTBO =  donc ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )pkNpD

pDpE

pD
pNk

pEp
+

=
+

=
1

1ε  

8.3.1.2.1  

Un échelon d'amplitude E admet pour transformée de Laplace ( )
p
EpE = . L'écart de 

position est alors : 

( ) ( )
( ) ( )pkNpD

pD
p
Eppp ppp +
⋅== →→ 00 limlim εε  soit : 

 

k
E

p +
=

1
ε  

8.3.1.2.2 entrée en rampe (en vitesse) 
 
L'écart de traînage est de la même manière : 
 

( ) ( )
( ) ( )pkNpD

pD
p
Eppp ppt +

⋅== →→ 200 limlim εε  

donc : 
∞→tε  

8.3.1.2.3 Entrée en parabole (en accélération) 
En conséquence de ce qui a été calculé précédemment, il vient : 
 

∞→aε  
 

Conclusion :  Un système de classe 0 ne suit ni en vitesse, ni en accélération. 
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8.3.1.3 Système de classe 1 (un intégrateur) 
 
La FTBO s'écrit maintenant : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )pkNppD

ppDpE

ppD
pNk

pEp
ppD

pNkFTBO
+

=
+

=⇒=
1

1ε  

8.3.1.3.1 Entrée en échelon 
On remplace E(p) par sa valeur : 

( )
( ) ( )pkNppD

ppD
p
Eppp +
⋅= →0limε  

0=pε  

8.3.1.3.2 Entrée en rampe 
De la même manière : 

( )
( ) ( )pkNppD

ppD
p
Eppt +

⋅= → 20limε , soit : 

k
E

t =ε  

8.3.1.3.3 Entrée en parabole 
( )

( ) ( )pkNppD
ppD

p
Eppa +

⋅= → 30limε , soit : 

∞→aε  
 

Conclusion : un intégrateur annule l'écart de position et rend fini l'écart de traînage 
 

8.3.1.4 Système de classe 2 (deux intégrateurs) 
 

La FTBO s'écrit ( )
( )pDp
pkNFTBO 2= , d'où : 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )pkNpDp

ppDpE

pDp
pNk

pEp
+

=
+

= 2

21

1ε  

8.3.1.4.1 Entrée en échelon 
 

( )
( ) ( )pkNpDp

pDp
p
Eppp +
⋅= → 2

2

0limε , soit :  

0=pε  
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8.3.1.4.2 Entrée en rampe 
( )

( ) ( )pkNpDp
pDp

p
Eppt +

⋅= → 2

2

20limε , soit : 

0→tε  

8.3.1.4.3 Entrée en parabole 
( )

( ) ( )pkNpDp
pDp

p
Eppa +

⋅= → 2

2

30limε , soit : 

k
E

a →ε  

 
Conclusion : Dans un système de classe 2, les écarts de position et de traînage 

sont nuls et l'écart en accélération devient fini. 
 

8.3.1.5 Dilemme stabilité précision 
 
Les résultats précédents peuvent être résumés ainsi : 
 

précision Classe 0 Classe 1 Classe 2 
εp 

k
E
+1

 0 0 

εt ∞ 
k
E  0 

εa ∞ ∞ 
k
E  

 
On constate que plus k est grand, plus la précision s'améliore. Mais par ailleurs, 
l'accroissement du gain en boucle ouverte finit par provoquer le pompage et 
déstabiliser l'asservissement. 
Le choix du gain en boucle ouverte résulte d'un dilemme : 
ou bien on choisit k faible pour être tranquille du côté de la stabilité, mais 
l'asservissement est mou et peu précis, 
ou bien, pour améliorer la précision statique, on raidit l'asservissement en augmentant 
k : on tombe alors sur le pompage et l'instabilité. 
C'est le classique dilemme stabilité précision ou raideur pompage. 
 

8.3.1.6 Système avec perturbations seules 
On travaille désormais à entrée constante donc en régulateur. On s'intéresse aux 
variations de la grandeur de sortie Δs(t) dues à une perturbation p(t) . La fonction de 
transfert de la  perturbation s'écrit : (cf 7.1.4 ) : 
 
( )
( )

( )
( ) ( )
2

1 21
S p F p
P p F p F p

=
+
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8.3.1.6.1 Système de classe 0 

Posons ( ) ( )
( )pD
pNkpF

1

1
11 =  et ( ) ( )

( )pD
pNkpF

2

2
22 =  avec N1(0) = N2(0) = D1(0) = D2(0) = 1, 

 
Il vient alors : 
 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )pNkpNkpDpD

pDpNkpP

pDpD
pNkpNk

pD
pNk

pPpS
221121

122

21

2211

2

2
2

1 +
=

+
=  

8.3.1.6.1.1 Perturbation fugitive 
Une perturbation fugitive possède une durée très brève, on peut la considérer comme 
une impulsion d'aire P0. Donc P(p) = P0. Ainsi : 
 

( ) 0
1

limlim
21

2
000 =

+
==Δ →→ kk

kpPppSs pp  

 
La perturbation fugitive est annulée. 

8.3.1.6.1.2 Perturbation permanente 
Le cas le plus courant de perturbation permanente est la perturbation en échelon (par 

exemple : couple résistant sur en arbre moteur). On a donc : ( )
p
P

pP 0= et la variation 

due à cette perturbation sur la sortie peut s'écrire : 
 

( )
21

20
00 1

limlim
kk

k
p
P

pppSs pp +
⋅==Δ →→ , soit : 

 

21

20

1 kk
kPs

+
=Δ  

 
La variation de la sortie due à une perturbation constante est proportionnelle à 
l'amplitude P0 de la perturbation et inversement proportionnelle au gain de la chaîne 
directe. Comme k2 est au numérateur, on a intérêt à prendre k1 le plus grand possible, 
au risque de déstabiliser le système. 
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Figure 95- influence des perturbations (système de classe 0) 
 
Pour être efficace, l'amplificateur réglable doit être placé en amont de la perturbation. 
 

8.3.1.6.2 Système de classe 1 

8.3.1.6.2.1 Intégrateur en aval de la perturbation 

 On a ( ) ( )
( )ppD
pNpF

2

2
2 =  d'où : 

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )pNpNkkpDppD

pDpNk
pP

ppD
pNk

pD
pNk

ppD
pNk

pPpS
212121

122

2

2
2

1

1
1

2

2
2

1 +
=

+
=  

 
La perturbation fugitive est bien sûr annulée. Dans le cas d'une perturbation 
permanente : 
 

( )
21

20
00 limlim

kk
k

p
P

pppSs pp ⋅==Δ →→ , soit : 

 

t 

p(t) 

0 

P0 

Perturbation fugitive 

Perturbation en échelon 

t 

s(t) 

Sf 
S'f 

Δs Régime final 

0 
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1

0

k
P

s =Δ  

 
La variation de la sortie est toujours fonction de P0 mais n'est plus fonction de k2. On a 
donc intérêt à prendre k1 le plus grand possible et à le placer en amont de la 
perturbation, mais cela se fera encore au détriment de la stabilité. 

8.3.1.6.2.2 Intégrateur en amont de la perturbation 

On a cette fois ( ) ( )
( )ppD
pNkpF

1

1
11 = , il vient : 

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )pNpNkkpDppD

pDpNpkpP

pD
pNk

ppD
pNk

pD
pNk

pPpS
212121

122

2

2
2

1

1
1

2

2
2

1 +
=

+
=  

 
Comme précédemment, la perturbation fugitive est annulée, mais la perturbation 
permanente aussi. En effet : 

( ) 0limlim
21

20
00 =⋅==Δ →→ kk

pk
p
P

pppSs pp  

 
conclusion : Un intégrateur placé en amont d'une perturbation annule ses effets. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 96- effacement de l'effet des perturbations 
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8.3.1.6.3 cas d’un système quelconque 
 
Le système est cette fois sollicité par des variations d’entrées et des perturbations. Le 
théorème de superposition s’applique et on constate que, sauf dans le cas d’une 
intégration placée le plus en amont de la chaîne directe, il est impératif d’augmenter le 
gain pour obtenir une meilleure précision. 
 
Comme il n’est pas possible de trop toucher cette grandeur à cause de la stabilité, une 
solution consiste à placer un intégrateur en amont de la chaîne, donc juste derrière le 
comparateur : c’est la place du correcteur. 
 
Un correcteur intégral : 
 
• Annule l'effet des perturbations, 
 
• Rend l'écart de position nul et l'écart de traînage fini. 
 
C'est l'outil de la précision statique 
 

8.3.1.7 conclusion 
 

La boucle fermée procure des avantages indéniables : une grande partie des 
perturbations, y compris les défauts et dérives de ses propres composants, sont 
automatiquement effacés par l’effet de la contre-réaction. 
 
La boucle fermée a aussi ses inconvénients : 
 

• la précision et la fidélité de la régulation ou de l’asservissement seront 
étroitement liées à la précision et la fidélité du capteur de mesure utilisé pour 
le retour, mais également à la précision et à la fidélité de la consigne; 

 
• le comportement dynamique de la boucle est aussi lié aux composants; un 

mauvais choix, une mauvaise conception, des effets de retard peuvent 
amener le pompage, alors qu’à priori, il n’avait pas lieu d’être; 

 
• la réaction du régulateur n’a lieu que s’il y a variation sur son entrée, ce qui 

signifie que des effets perturbateurs sur le processus ne lui sont transmis 
qu’avec un retard au moins égal au temps de réponse du processus ; ce délai 
peut parfois être gênant; on dit que la boucle, telle qu’elle est conçue 
actuellement, n’anticipe pas. 
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9 Correction des systèmes asservis continus 

 

9.1 aspect qualitatif de la correction 
Un système asservi doit être suffisamment robuste pour garantir trois niveaux de 
performance : 
 

• sa stabilité, 
 

• une bonne précision statique, 
 

• une rapidité suffisante. 
 
Le gros problème est que ces trois critères sont contradictoires : la précision comme la 
rapidité sont liées au gain, mais trop de gain peut avoir un effet déstabilisant. 
 
Corriger un système asservi, c’est assurer une compatibilité entre ces critères 
contradictoires et le correcteur sera l’élément “intelligent” qu’on ajoutera au système 
initial pour assurer cette compatibilité. 
 
Les formes les plus courantes qui s’ajouteront à l’action proportionnelle, c’est à dire le 
gain en boucle ouverte, sont : 
 

• l’action intégrale qui assurera une bonne précision statique, 
 

• l’action dérivée qui assurera un temps de réponse correct. 
 
Ces actions s’effectuent en règle générale sur le signal d’erreur ε, seul moyen 
d’observer réellement la proximité ou l’éloignement du but recherché. 
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9.1.1 loi de commande proportionnelle 
 
Elle s’écrit : ur = Gr ε 
 
On constate donc qu’elle permet de doser la commande en fonction de l’éloignement 
du but cherché: plus l’écart est important plus la réaction doit être vive. L’effet sur ur 
peut se faire sentir de plusieurs manières. 
 

9.1.1.1.1 Action sur G 
 

• Si Gr est grand, la correction est énergique mais n’est pas sans danger 
(pompage). 

 
• Si Gr est faible, la correction est molle et lente, mais il n’y a pas de risque; 

 

9.1.1.1.2 Bande proportionnelle 
 
Si le gain Gr est moyen et constant, son effet ne se fait sentir que si l’écart ε est 
important; toutefois un écart trop important risque de saturer l’amplificateur. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 97- bande proportionnelle 
 
On constate qu’au delà de εMAX , l’action ur n’augmente plus. La plage d’erreur pour 
laquelle ur = Gr ε est appelée Bande Proportionnelle (BP). Ses propriétés sont les 
suivantes : 
 

• elle est disposée symétriquement autour du point de fonctionnement 
(consigne); 

 
• elle s’exprime en % de l’étendue d’échelle de l’entrée; 

 

ε 

Ur 

- Usat 

Usat 

- εMAX 

εMAX 

Bande 
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• elle est inversement proportionnelle au gain et s’exprime par : 
rG

BP 100% =  

 
Le tableau suivant donne la correspondance de quelques valeurs. 
 
Gr 0 0,2 0,4 0,5 0,8 1 1,2 1,4 1,8 2 2,5 3 4 5 ∞ 
BP
% 

∞ 500 250 200 125 100 83,
3 

71,
4 

55,
5 

50 40 33,
3 

25 20 0 

 
• la BP est toujours une valeur positive et le produit Gr.BP reste toujours 

constant; 
 

• pour les régulateurs industriels, les plages de réglage s’étendent usuellement 
entre 0 et 200%. 

 
Donc, plus le gain est élevé, plus la BP est réduite; en cas d’erreur importante 
supérieure à εMAX, la sortie du régulateur sera saturée et n’aura pas plus d’effet sur 
l’actionneur que si on avait εMAX. La rapidité de réponse en subit donc les 
conséquences : on a l’impression d’être en boucle ouverte. 
 

9.1.1.1.3 Erreur statique 
 
La loi de commande proportionnelle a encore un défaut et non des moindres : 
si ε = 0, alors ur = 0, le processus n’est plus alimenté! La loi de commande 
proportionnelle doit donc s’écrire : 
 

ur = Gr ε + ur0, 
 

où ur0 est une tension résiduelle nécessaire, mais qui va provoquer une erreur 
statique. Cette notion ne nous est pas inconnue : l’erreur statique diminue lorsqu’on 
augmente le gain, mais elle peut être importante si celui-ci est faible. Il est évident que 
le décalage du point de fonctionnement décale le phénomène puisque nous avons 
écrit que : 
 

r
p G

E
+

=
1

ε  

 
Conclusion : la commande proportionnelle est franche mais son emploi est limité. 
L’analogie avec la conduite d’une voiture est intéressante à faire; nous dirions: «rien 
ne sert d’écraser l’accélérateur pour essayer d’atteindre une vitesse désirée en un 
temps très bref» ; c’est un résultat qu’on ne pourra, de toute façon, pas obtenir 
puisque l’injecteur d’essence a une section limitée (effet de saturation). 
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9.1.1.1.4 loi de commande intégrale 
 
L’action proportionnelle se montre donc insuffisante pour régler, seule, les 
imperfections d’un système, en particulier, lorsque désire obtenir une précision 
inférieure à l’erreur statique. Comme pour la conduite d’une voiture, au lieu d’écraser 
l’accélérateur, on peut avoir avantage à assurer une commande ur plus progressive. 
Cette commande est obtenue par une loi intégrale : 
 

( ) ( )∫=
t

i
r dxx

T
tu

0

1 ε  

 
Ti est la constante d’intégration : c’est le temps au bout duquel la sortie a répété 
l’entrée. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 98- constante d'intégration 
 
Si to est pris comme origine des temps, on a: 
 

t
T
Eu

i
r ⋅=  donc ur = E et t = t0 + Ti 

 
Si ε varie brusquement, la sortie ur augmente progressivement, assurant un 
démarrage doux au processus. Ti sert donc à gérer la vitesse de correction et doit 
être accordée à la constante de temps dominante T qui mesure l’inertie du 
processus. «être accordée » signifie être du même ordre de grandeur que T. En effet : 
 

• si Ti est trop petite, le signal ur augmente trop vite sans laisser au 
système le temps de réagir : la commande n’a pas d’effet; 
 
• inversement, si Ti est trop grande, cette action augmente l’inertie du 
système et il en résulte un démarrage beaucoup trop mou. 

 

t 

ε 

E 

t=t0+Ti 

ur 
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Bien dosée, la commande intégrale ne réagit donc pas instantanément aux variations 
brusques du signal d’erreur comme la commande proportionnelle. Elle assure un 
rattrapage progressif de la consigne jusqu’à ce que l’erreur statique soit éliminée.  
L’action intégrale présente un autre avantage important sur la commande 
proportionnelle : il n’existe plus de relation, maintenue dans le temps, entre la valeur 
du signal de réglage ur et la valeur de l’écart ε. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 99- forme du signal d'erreur intégré 
 
Ainsi, lorsque ε = 0, ur ne l’est pas obligatoirement : donc le signal de commande 
nécessaire pour obtenir le point de fonctionnement est toujours présent. 
 
Conclusion : la loi de commande intégrale est donc progressive. On dit encore 
qu’elle est persévérante. Tant que l’erreur statique (ε > 0 ou ε < 0) existe, l’action 
intégrale agit (positivement ou négativement) jusqu’à ce que celle-ci s’annule. 
Toujours par analogie avec la conduite d’une voiture, rien ne sert de conduire par à-
coups : il vaut mieux appuyer progressivement sur l’accélérateur, laisser la voiture 
atteindre la vitesse désirée, puis conserver celle-ci en maintenant le pied à la même 
hauteur. 
 

9.1.1.1.5 loi de commande dérivée 
 
L’action intégrale élimine l’erreur statique laissée par l’action proportionnelle, et en 
règle générale améliore le comportement de l’asservissement. Il est encore possible 
de perfectionner le fonctionnement en tenant compte des variations de la grandeur de 
sortie. 

ε 

t 

E 

t 

E 

ur 
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Considérons, par exemple, la régulation de vitesse d’un alternateur couplé sur le 
réseau : cette vitesse est inférieure de 5 % à la vitesse de consigne à un instant 
donné. Qu’est-ce que cela peut signifier ? Il faut certainement agir sur l’actionneur 
mais pas n’importe comment car : 
 

• la vitesse est peut être en train de diminuer ou d’augmenter, ce qui veut 
dire qu’il faut agir en plus ou en moins selon le cas, 
 
 
• il faut tenir compte également de la vitesse d’évolution de cette variation : 
en effet une diminution rapide de la vitesse demanderait une réaction 
énergique. 

 
La dérivée du signal d’erreur fournit cette information et l’on va créer pour cela le 
terme : 
 

( )
dt
dTtu dr
ε

=  

 
Td a la dimension d’un temps, et comme la constante de temps intégrale, elle permet 
de doser l’action dérivée. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 100- effet de la mesure de la dérivée 
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ur 
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On constate Figure 100, que l’action dérivée est proportionnelle à la « pente» du 
signal d’erreur. Quand ce signal ne varie pas (ε = 0 ou constante), alors la grandeur de 
réglage est nulle, ce qui explique d’ailleurs que cette action ne soit jamais utilisée 
seule, puisqu’elle ne corrige pas un écart constant. On l’associe avec une action 
proportionnelle. 
 
Conclusion : La loi de commande dérivée est énergique lorsque le signal d’erreur 
varie fortement (un front raide conduit à une valeur infinie). Elle n’a aucun effet dans le 
cas contraire. Toujours par analogie avec la conduite d’une voiture, on peut comparer 
l’action dérivée au brusque coup qu’on donne sur l’accélérateur pour faire « réagir » la 
voiture lorsqu’on la sent poussive (par exemple dans une côte). L’apport brusque 
d’essence dans le carburateur permet de vaincre les forces d’inertie et, lorsque la 
voiture a repris une allure normale, on peut « relâcher » l’accélérateur. 
 

9.2 Principes de la correction 
 
Il faut bien avoir à l’esprit qu’un processus est un tout, avec ses qualités mais aussi 
ses défauts. Il n’est pas modifiable et ses réactions ne sont pas toujours celles qu’on 
aimerait qu’il ait. Le correcteur devra donc lui envoyer le signal approprié afin qu’il 
modifie son comportement vers le but fixé. 
 

9.2.1 Principes 
Considérons un système bouclé soumis à une entrée de commande et à une entrée 
de perturbation (Figure 101). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 101- système perturbée 
 

9.2.1.1 Principe 1 
On sait que la perturbation peut être annulée si la chaîne directe comporte un 
intégrateur en amont de cette perturbation. Dans ces conditions, si F1 ne comporte 
pas d'intégrateur,  C(p) en comportera au moins un. 

F1(p) 

S(p) 
+ E(p) 

P(p) 

ε(p) F2(p) 

+ 
+ 

- 

C(p) 
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9.2.2 Principe 2 
La constante de temps de l'intégrateur peut compenser la constante de temps 
dominante du processus. 
 

9.2.2.1 Principe 3 
La perturbation étant annulée, la FTBF s'écrit : 
 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )pFpC

pFpC
pFpFpC

pFpFpC
pE
pSFTBF

+
=

+
==

11 21

21  

 
On va déterminer C(p) pour que la FTBF soit une fonction de transfert H(p) 
convenable que l'on s'impose à priori. Celle-ci s'écrit : 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pHpFpCpHpFpC

pFpC
pFpCpH +=⇒

+
=

1
, donc : 

 

( ) ( )
( ) ( )[ ]pHpF

pHpC
−

=
1

 

 
Un choix arbitraire ou trop contraignant sur H(p) peut conduire à l'impossibilité de 
construire C(p). 
En règle générale, on s'oriente vers une FTBF du deuxième ordre : 
 
• d'amortissement assez élevé pour éviter les dépassements abusifs (ξ≈ 0,7), 
 
• de pulsation propre ωn aussi élevée que possible (bande passante large,  
  donc tr meilleur), 
 
• de gain statique égal à 1 ce qui assure un écart de position nul en régime 

permanent. D’où le modèle de la FTBF : 
 

( )
2

221

1

nn

pp
pH

ωω
ξ

++
=  

 
S’il s’avère qu’on ne puisse se limiter à un modèle du second ordre, on peut envisager 
de placer des pôles supplémentaires, dans le plan complexe, loin de l’axe des 
imaginaires. En régime harmonique, ils correspondent à de faibles constantes de 
temps ou à des pulsations propres élevées. Les pôles dominants seront ceux 
correspondants à la fonction du deuxième ordre recherchée, les autres n’auront pas 
d’influence. Le système bouclé se comportera alors comme un second ordre 
équivalent. 
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9.2.3 Principe 4 
 
Le correcteur doit être physiquement réalisable, ce qui implique que le degré du 
numérateur de sa fonction de transfert soit inférieur ou égal au degré du 
dénominateur. 

9.2.4 Principe 5 
 
Une fois le modèle de correcteur choisi, il faudra vérifier par simulation ou par tout 
autre moyen analogue que l’ensemble de la chaîne correctrice fonctionne 
normalement (pas de saturation intempestive en particulier). 
 

9.3 application a un système du premier ordre 
 

Soit le système du premier ordre ( )
p

pF
τ+

=
1

1 dont on désire améliorer la précision  

statique et la rapidité de réponse en boucle fermée. On sait que l’écart de position est 
dans ce cas : 

k
E

p +
=

1
ε  et le temps de réponse tr = 3 τ. 

 

9.3.1 Calcul du correcteur 
 
D’après ce qu’on a écrit dans le paragraphe précédent on veut : 

( ) ( )
( ) ( )[ ]pHpF

pHpC
−

=
1

 avec ( )
2

221

1

nn

pp
pH

ωω
ξ

++
=  

soit : ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+

=

2

22
1

1

nn

pp
p

k
pC

ωω
ξ

τ

soit encore : 

 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
=

nnnn

ppk
p

ppk

ppC

ξωω
ξ

τ

ω
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ω
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2
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1
2

1

2

 et donc : 

 

( ) ( )
( )pTp

pGpC r

+
+

=
1
1 τ  avec 

k
G n

r ξ
ω

2
=  et 

n

T
ωξ2

1
=  

Ce correcteur est physiquement réalisable car le degré du numérateur est inférieur à 
celui du dénominateur. Il contient aussi un intégrateur, ce qui permettra d'annuler 
l'erreur statique. Décomposons C(p) en éléments simples, il vient : 

( ) Tba
pT

b
p
aGpC r −==⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+= τet1
1

. 

Donc : 
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( ) ⎥
⎦
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⎣

⎡
+
−

+=⎥
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⎤
⎢
⎣
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+
−

+=
pT

T
pkpT

T
p

GpC n
r 1

1
21

1 τ
ξ
ωτ , comme 

kn ξ
ω

2
1

= , il vient : 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

+=
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T
pkT

pC
1

1
4

1
2

τ
ξ

 

Le correcteur est constitué de l'association d'un intégrateur et d'un filtre passe-bas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 102- schéma fonctionnel du correcteur 
A l'aide d'amplificateurs opérationnels, ce correcteur se concrétise par le montage ci-
dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On a Ti = R1C1, T = R2C2, et 
3

2

R
RG =  

Figure 103- réalisation concrète du correcteur à l'aide d'ampli-op 
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9.3.2 Evaluation des paramètres réels 
 
Supposons que l'on veuille diviser par 10 le temps de réponse du système en boucle 
ouverte, cela nous impose : 

10
3τ

=rt  

Pour ξ = 0,7, alors tr.ωn = 3 (cf Figure 71). On en déduit que 
τ

ω 10
=n . Comme 

τ
ξ

ω ⋅=⇒
⋅

== 071,0
4,1
1

2
1 T

TTn . 

 
La fonction de transfert s'écrit : 
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+=
ppk

pC
071,01
68,61

14,0
1

τ
 en prenant k = 1 et τ = 1s, on a alors : 

 

( )
pp

pC
071,01
68,6

14,0
1

+
+= , on pourra choisir : 

 
R1 = 100 kΩ, C1 = 1,4 μF, R2 = 150 kΩ, C2 = 0,47 μF, et R3 = 22 kΩ. 
 

9.3.3 Simulation de fonctionnement 
 
Intéressons nous au signal de réglage Ur(p), on a : 
 
Ur(p) = C(p)ε(p) = C(p)[E(p) - S(p)] = C(p)E(p)[1 - FTBF] 
 

( )
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )pE
pF
pHpEpH

pHpF
pH

=−
−

= 1
1

 

 
Remplaçons par les valeurs trouvées dans le paragraphe précédent : 
 

( ) ( )pE
pp

ppU r 201,014,01
1

++
+

=  

 
Si e(t) est un échelon d'amplitude E. L'expression du signal de réglage est alors : 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]φ+−=⇒

++
+

= − teEtu
ppp

pEpU t
rr 51cos06,131

10014
1100 7

2  avec φ = 85,6°. 

 
Traçons l'évolution dans le temps de ce signal, nous constatons qu'il passe par un 
maximum pour t = 0,12s. Son amplitude vaut alors urMAX = 4,96 E. 
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Supposons que l'amplificateur de sortie soit alimenté en ± 12 volts, sa sortie pourra 
évoluer linéairement entre ces deux bornes. Cela signifie aussi qu'il y aura saturation 
dès que |4,96.E| ≥ 12 V, soit |E| ≥ 2,4 V. 
 
Ainsi, des variations de consigne supérieures à cette valeur seront inacceptables, le 
système fonctionnant alors en régime linéaire. Si la consigne est prévue pour 
fonctionner entre - 5 V et + 5 V, alors nos ambitions sur le temps de réponse étaient 
trop élevées, il faudra donc les revoir à la baisse. 
 

9.4 Fonctions de transfert et structures des correcteurs 
 

9.4.1 Fonctions de transfert 
Aux trois lois de commande correspondent les fonctions de transfert de chacun des 
correcteurs élémentaires : 
 

9.4.1.1 Commande proportionnelle 
ur(t) = Gr.e(t) soit : C(p) = Gr. 
 

9.4.1.2 Commande intégrale 

ur(t) = ( )∫
t

i

dxx
T 0

1 ε  soit ( )
pT

pC
i

1
=  

 

9.4.1.3 commande dérivée 
 

ur(t) = dt
dTd
ε  soit C(p) = Td.p 
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9.4.2 Structures des correcteurs 
 
Le correcteur proportionnel est un simple amplificateur opérationnel monté en gain 
variable. Nous nous intéresserons aux correcteurs intégral et dérivée. 

9.4.2.1 Correcteur intégral 
 
Le schéma de base est celui ci-dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 104- intégrateur pur 

Si on pose Ti = RC, sa fonction de transfert s'écrit : 
 

( )
( ) pTp

pU

i

r 1
−=

ε
 

 

9.4.2.2 correcteur proportionnel et intégral 
 

La loi de commande s'écrit : ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⇒⎟⎟

⎠
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+= ∫ pT
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Gtu
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r
111 εε  
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Le schéma du correcteur est donné ci-dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 105- correcteur PI 
 
En traçant la réponse harmonique dans le plan de Bode, on constate que la correction 
PI n'affecte que les basses fréquences. Elle ramène un gain infini pour  
ω = 0, c'est à dire en régime statique. Dans ces conditions, l'écart de position est 

annulé. A partir de 
iT

2
=ω , le correcteur PI n'a quasiment plus d'influence. 
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Figure 106- réponse harmonique du correcteur PI 
Exemple introductif aux correcteurs PI : l’action intégrale 

 
Afin d’améliorer la précision statique, on désire augmenter le gain en basse fréquence sans modifier le 
degré de stabilité. 
Le plus simple serait d’introduire un intégrateur pur qui donnerait un gain infini dans le domaine des 
basses fréquences et de ce fait entraînerait une erreur de position nulle. Malheureusement ce 
correcteur aurait pour effet de déstabiliser le système en ajoutant 90° de phase à toutes les fréquences. 

Le correcteur suivant, appelé correcteur PI, ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11pC p c t e t e t dt
p p
τ

τ τ τ
+

= = + → = + ∫  

possède un gain infini pour les basses fréquences sans ajouter de phase à la fréquence critique. 
Ce correcteur possède une action proportionnelle et intégrale d’où le nom de correcteur PI. 
Ce correcteur n’influence pas la phase pour les ω < 10ωC. Pour ω = 10 ωC, la phase ajoutée n’est plus 
que de 5,7°. 

En effet : 10 10arctan arctan 84, 28 90 5,7
1 0

τ
τ τ

ϕ

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= − = − = − °⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 
Placement du correcteur PI : 
Son rôle essentiel est d’annuler l’erreur statique de position sans altérer les performances initiales du 
système. 

ω 

G 

20logGr 

1/Ti 
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Φ 

π/2 
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Si, initialement sans correction, le système possède une marge de phase suffisante (Δϕ > 45°), on peut 
placer le correcteur près du point ωC0 où G = 0 dB, jusqu’à ωC/4. 
 
Si le système ne possède pas de réserve de stabilité suffisante (Δϕ < 45°), il faut placer le correcteur à 
une décade avant le point ωC0 où G = 0 dB, de manière à ne pas ajouter de phase. 
 

Exemple : soit ( ) 2

10
0,01 0,1 1

H p
p p

=
+ +

 

 
ω rad/s 0 3,2 6,6 8,3 10 17,2 15 16,3 22 32,4 57,6 
G dB 20 20,4 21,2 21 20 17,8 14 12,7 7,2 0 - 10,2 
ϕ ° 0 - 20 - 50 - 70 - 90 - 110 - 130 - 135 - 150 - 161 - 170 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
La marge de phase est insuffisante et la précision peut être améliorée : 
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Si nous adoptions un correcteur intégral pur, nous aurions : 

2

1 10
0,01 0,1 1

FTBO
p p p

= ⋅
+ +

 dont le lieu de Nichols est : 
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En retardant tous les points de la courbe de 90°, le correcteur intégral pur a déstabiliser le système. Le 
lieu de la FTBO passe désormais par le point critique. 
 
Le correcteur PI va permettre de corriger efficacement ce système en n’augmentant le gain que des 
points de basse fréquence. 
Nous nous trouvons dans le cas d’un système dont la marge de stabilité est insuffisante. Nous optons 
pour 1/τ = ωC/10 = 32,4/10 = 3,24 rad/s ⇒ τ = 0,308 

( ) 0,308 1
0,308

pC p
p
+

=  

d’où la FTBO du système corrigé :  

2 3 2

0,308 1 10 3,08 10
0,308 0,01 0,1 1 0,00308 0,0308 0,308

p pFTBO
p p p p p p
+ +

= ⋅ =
+ + + +

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0
-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

60

 -40 dB

 1 dB

 6 dB
 3 dB

 -1 dB

 0.5 dB
 0.25 dB

 0 dB

 -20 dB

 -3 dB

 -6 dB

 -12 dB

Nichols Chart

Open-Loop Phase (deg)



 
176
 

 
L’erreur statique sera désormais nulle, mais le système se trouve déstabilisé comme le montre le lieu 
de Nichols où l’on constate que la marge de phase (Δϕ = 5°pour ω = 33 rad/s) a encore diminué et sur 
la réponse indicielle ci-dessous : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il reste a avancer la phase aux alentours du point critique afin de parfaire la correction. 

Nous allons donc introduire un correcteur à avance de phase ( ) 1 avec 1
1

aTpC p a
Tp

+
= >

+
 

Nous prendrons ici un peu plus de 45°, 50°: 

max 0
1 150 arcsin  et 33 rad/s
1 c

a
a T a

ϕ ω−
= ° = = =

+
 

Cela donne : a = 7,55 et T = 0,11, soit ( ) 1 0,083
1 0,011

pC p
p

+
=

+
 

 

La nouvelle FTBO sera : 2

0,308 1 1 0,083 10
0,308 1 0,011 0,01 0,1 1

p pFTBO
p p p p
+ +

= ⋅ ⋅
+ + +
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Le lieu de Black Nichols est le suivant : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La marge de phase est ici de 180° - 131° =49°. 
Cette fois ci, tout se passe bien, nous aurons une erreur statique nulle alliée à une bonne stabilité, 
comme le montre la réponse indicielle suivante : 
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9.4.2.3 Correcteur intégral approché ou à retard de phase 
 
Une correction PI peut déstabiliser le système et rendre ainsi instable le système 
bouclé car elle ramène pour ω = 0 un déphasage de 90° : c'est le cas des processus 
qui possèdent déjà un intégrateur. Afin d'éviter ce problème, on peut n'effectuer 
qu'une correction PI approchée. Dans cette correction on amène simplement du gain 
en basses fréquences ainsi qu'un retard de phase qu'on peut contrôler. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 107- correcteur PI approché 
 

La fonction de transfert de ce correcteur s’écrit ( )
pCR
pCRGpC r 21

11
+
+

= . Posons Ti = RC1 

et C2 = a.C1 avec a > 1. Il vient alors : 
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Sur la réponse harmonique, on constate que : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 108- réponse harmonique d'un correcteur intégral approché ou à retard 
de phase 

 
 
Si ω → ∞, alors G → 20 log Gr - 20 log a 
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Ici aussi, le correcteur n'a quasiment plus d'influence pour les pulsations supérieures 

à
iT

2 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 109- influence de la correction intégrale dans le plan de Black 
 

Exemple introductif à la correction par retard de phase : 
 
Le correcteur à retard de phase est un correcteur qui permet d’augmenter le gain uniquement aux 
basses fréquences. Il sera utilisé pour améliorer la précision d’un système asservi. 

La fonction de transfert de ce correcteur est ( ) ( )1
1

a Tp
C p

aTp
+

=
+

 avec a>1  

Application : 

Soit une fonction de transfert 
11

0,1. 1
f

p
=

+
 

 

Et f3 = f13 = 
( )3

1
0,1. 1p +

 

 
 
ω 0 5,73 10 11,8 27,6 57,1 88,2 181 
G db 0 - 1,24 - 9,06 - 3,78 - 9,32 - 15,2 - 18,9 - 25,1 
φ ° 0 - 30 - 135 - 50 - 70 - 80 - 83,5 - 86,8 
  - 3,72  - 11,4 - 27,9 - 45,8 - 56,8 - 75,4 
  - 90  - 150 - 210 - 240 - 250 - 260 
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Quelle est la précision statique de la FTBF pour f3 ? 

3 2

1
0,001. 0,03. 0,3. 2

FTBF
p p p

=
+ + +

 

 

Page 149 
1p

E
k

ε =
+

, ici k = 1 et si E = 1, εp = 0,5 soit 50% ! 

 
On insère un correcteur proportionnel. Calculer le gain à adopter pour que l’erreur 
statique soit ramenée à 5%. 

1 10,05 1 19
1 0,05p k

k
ε = = ⇒ = − =

+
 soit un gain en db de 20log19 = 25,6 dB 

 

La nouvelle FTBO est 3 2

194
0,001. 0,03. 0,3. 1

f
p p p

=
+ + +

 

 
Dont le tracé dans l’abaque de Black donne : 
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Conclusion : pour atteindre la performance souhaitée en précision statique, on déstabilise 
complètement le système ! sur la courbe, on mesure ωc0 = 24,7 rad/s 
L’augmentation du gain agit sur tous les points de la courbe de f3. Il faudrait une correction qui agisse 
localement, du côté des basses fréquences. Le correcteur à avance de phase répond à cette exigence. 
 

( ) ( )1
1

a Tp
C p

aTp
+

=
+

 avec a>1  

La nouvelle FTBO sera : 
( )

( )3

1 1
1 0.1 1

a Tp
FTBO

aTp p
+

=
+ +

 

Afin de répondre aux exigences de précision, on prendra a = 19. 
Pour ne pas relever le gain du côté des hautes fréquences et risquer l’instabilité, on choisit T de sorte 
que 1/T<< ωc0, on peut choisir 1/T<<24,7=2,47⇒T>>1/24,7=0,04 T = 10 répond à la contrainte. 

( ) 1 10 19 19019
1 190 1 190

p pC p
p p

+ +
= =

+ +
 

D’où la nouvelle FTBO : C(p) x f3 = 4 3 2

190 19
0,19 5,701 57,03 190,3 1

pFTBO
p p p p

+
=

+ + + +
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Le système bouclé répond au cahier des charges au niveau de la précision, sans être instable : 
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9.4.2.4 Correcteur dérivée ou à avance de phase 
La correction dérivée pure n'est que théorique : il suffit pour s'en convaincre de 
réaliser le montage suivant : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 110- correcteur PD 
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La fonction de transfert de ce correcteur s'exprime par : 
 

C(p) = Gr [1+Td p] 
 
La correction PD, bien que ramenant une avance de phase importante, est 
caractérisée par un gain infini en HF. Tous les bruits sont donc amplifiés, et il est 
évident, dans ces conditions, que le rapport signal/bruit tend vers 0 en valeur 
naturelle. Le signal de réglage ur est donc inexploitable. 
 
Ce phénomène caractérise les fonctions de transfert dont le degré du numérateur est 
supérieur au degré du dénominateur. Il est en contradiction avec le principe n°4 
énoncé dans le paragraphe 9.2.3. 
 
Le correcteur PD pur n'étant pas réalisable, on lui préfère le montage dit à avance de 
phase ou correcteur dérivé approché. En fait, on va filtrer l'action dérivée. Le montage 
utilisé est le même que la correction PI approchée. La fonction de transfert de ce 
correcteur s'écrit toujours : 

( )
pCR
pCRGpC r 21

11
+
+

=  avec Td = R C2 et C1 = a C2 avec a>1, on obtient : 

( )
pT
pTa

GpC
d

d
r +

+
=

1
1

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 111- diagramme de Bode de la correction PD approchée 
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Sur la réponse harmonique, on constate que : 
 
Si ω → ∞, alors G → 20 log Gr + 20 log a 

φ passe par un maximum lorsque 
aTi

1
0 == ωω  

 

pour cette valeur centrale, on a 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

+=

a
a

aGG

M

r

2
1arctan

log10log200

φ
 

 
 
L’abaque de la figure  donne la réponse en fréquence de ce correcteur pour 
différentes valeurs de a. Cet abaque peut également servir pour la correction intégrale 
approchée, il suffit de lire le gain et la phase en valeurs négatives. 
 
Ce correcteur doit améliorer la stabilité et la rapidité du système bouclé, Il doit donc 
 

• écarter le lieu de transfert du point critique afin d’assurer cette stabilité, 
 

• augmenter ωn, donc ωR, afin d’améliorer le temps de réponse. 
 
Tout le problème est donc de bien positionner l’effet correctif sur le lieu de transfert en 
boucle ouverte. 
 
 
Il ne doit affecter ni les basses, ni les hautes fréquences, mais seulement modifier la 
courbe aux fréquences intermédiaires, c’est à dire aux alentours de la pulsation de 
résonance. Comme le correcteur ramène du gain en plus de l'avance de phase, on a 
intérêt à centrer le correcteur sur une pulsation ω > ωR. 
 
On choisit généralement : 
 

Rà
aT

ω25,11
≈  

 

 
 

Figure 112- correction PD approchée 
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Figure 113- abaque des correcteurs intégral et dérivée 
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Exemple introductif à la correction par avance de phase : 
 
Le correcteur à avance de phase est un correcteur qui permet d’augmenter la marge de phase d’un 
système. Il agit en compensant un trop faible déphasage autour de la pulsation de coupure à 0 dB. 
 

La fonction de transfert de ce correcteur est ( ) 1 avec 1
1

aTpC p a
Tp

+
= >

+
 

Application : 
Considérons un système de fonction de transfert G(p) placé dans une boucle à retour unitaire, avec : 

( )
( )2

100
1

G p
p

=
+

 

On souhaite corriger ce système de manière à ce que sa marge de phase soit égale à 45°. Calculons 
sa marge de phase avant correction : 

On a ( ) 2
02

0

100 1 99 9,95 rad/s
1 c

c

G ω ω
ω

= = ⇒ = =
+
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Par conséquent : 02arctan 0, 2 rad 11cϕ π ωΔ = − = = °  
La marge de phase est insuffisante. Pour la corriger , nous devons procéder à une augmentation de la 
phase de 34° à la pulsation ωc0. On introduit donc un correcteur à avance de phase que l’on règle de 
manière à ce que : 

0 max
1 19,95 rad/s et 34 arcsin

1c
a
aT a

ω ϕ −
= = = ° =

+
 

On a donc : 
1 1 sin 34arcsin 34 3,54 20log 11 dB
1 1 sin 34

a a a
a
− + °

= °⇒ = = ⇒ =
+ − °
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Ensuite : 0
1 1 0,053 s

9,95 3,54c T
T a

ω= ⇒ = =  

Soit : 
1 118,9 rad/s et 5,3 rad/s
T aT
= =  

Donc : ( ) 0,19 1
0,053 1

pC p
p
+

=
+

 

La nouvelle FTBO est : ( ) ( )
( )2

0,19 1 100
0,053 1 1

c
pFTBO C p G p
p p
+

= = ⋅
+ +
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L’ordonnée du point 0 dB est – 141°. 
Le correcteur à avance de phase a une influence sur le gain du système. La pulsation de coupure à 0 
dB du système corrigé est légèrement plus grande (15,5 rad/s) que celle du système non corrigé (9,91 
rad/s). Par conséquent, l’augmentation de phase maximale que l’on a calculée ne se produit plus 
véritablement à ωc0. On a le choix de négliger cette augmentation ou de l’anticiper en majorant 
l’augmentation de phase calculée de quelque degrés (5° ou 10°). 
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9.4.2.5 Réseau correcteur à avance de phase : 
On peut reculer le compromis stabilité-précision d'un asservissement si nous 
déformons son lieu de transfert. Ainsi, à précision égale, on peut améliorer son 
amortissement, sa stabilité, ou bien, à degré d'amortissement égal, améliorer sa 
précision. Un des procédés typiques pour obtenir ce résultat consiste à ajouter un 
réseau correcteur en cascade qui modifie le lieu de transfert dans la région de la 
résonance par avance de phase, sans modification de l'amplitude. 
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Figure 114- effet de la correction par avance de phase sur le lieu de Black 

La fonction de transfert :  ( )
pa

p
τ
τ

+
+

=
1
1pH  avec a<1  peut être considérée comme une 

sorte d'approximation d'un réseau correcteur dérivée dont la fonction de transfert 
serait :  1+a τ p, a τ >0. Un tel réseau serait non réalisable puisque sa fonction de 
transfert serait infinie aux très hautes fréquences. L'avance de phase apparaît ainsi 
comme une compensation dérivée avec une constante de temps parasite. 
 
Ce correcteur présente une avance de phase à toutes les fréquences et présente un 
maximum pour : 

aτ
ω 1

max =  et 
a1
a-1arcsin

+
=maxϕ  

 
Le calcul de ϕmax par rapport à ω est le suivant : 
 
 

( ) ( ) ( )ωτωτϕω aarctgarctgjH −==∠  
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On rappelle que : 
 

( )( )
21

1
xdx

xarctgd
+

=  et ( ) ( ) ( )( ) ( )000 ''' xfxfgxfg ×=  

Le maximum de ϕ a lieu lorsque 0=
ω
ϕ

d
d , soit : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) max
222222222 1111011 ω

τ
ωωτωτωττωττ ==⇒=⇒−=−⇒=+−+

a
aaaaaa  

pour ω=ωmax, on a : 
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1

sin max22max ϕϕ  

La fréquence ωmax correspond à la moyenne géométrique des deux fréquences de 
cassure 1/τ et 1/aτ; à cette fréquence, le rapport d'amplitude du correcteur est égal à 
a/2. On voit que a (facteur d'avance de phase) caractérise l'avance de phase 
maximale et τ (constante de temps) la fréquence à laquelle elle se produit. 
L'avance de phase n'est pas nécessaire sur toutes les fréquences, mais seulement 
dans le voisinage de la résonance. 
L'effet d'amplitude du réseau réel est nuisible à la stabilité, mais son influence peut 
être diminuée si elle est reportée sur des fréquences suffisamment supérieures à la 
fréquence de résonance. 

ϕ 

Re 

Im 
⇒ 

22 ImRe

Imsin
+

=ϕ  
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Il en résulte un compromis inévitable sur le choix de la pulsation ωmax d'avance de 
phase maximale du réseau relativement à la pulsation de résonance ωR du système 
asservi. Si ωR/ωmax est trop grand, l'effet nuisible d'amplitude l'emportera sur l'effet 
désiré de phase; si au contraire ωR/ωmax est trop petit, le réseau est pratiquement sans 
effet. 
Le choix de ωR/ωmax ,qui revient à déterminer τ en fonction de ωR , constitue 
l'adaptation du réseau. 
Adaptation : 
Les paramètres caractéristiques du réseau correcteur d'avance de phase sont : 
a et τ. 
Ces paramètres ne peuvent être obtenus pratiquement avec précision que par 
tâtonnement à partir d'une première approximation. Il faudra de plus tenir compte des 
limitations que nous analyserons plus loin. 
Première approximation : 
On commence par préciser l'avance de phase désirée ϕd (on peut, dès cette première 
approximation, tenir compte que, du fait du compromis amplitude-phase du réseau, on 
ne pourra utiliser qu'une phase maximale inférieure à ϕmax : on majorera donc 
forfaitairement ϕd , par exemple de 20 à 30 %). 
La valeur minimale de a est alors obtenue par la formule : 

a1
a-1arcsin

+
=maxϕ  

ou bien à l'aide de la figure suivante : 
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Figure 115- abaque lieux de transfert du correcteur à avance de phase 
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L'examen des courbes montre que l'augmentation de ϕmax n'est guère intéressante 
dès que a dépasse 10 à20. 
Le problème est alors de déterminer τ. Si τ est trop grand, c'est la zone des basses 
fréquences du lieu KG(jω) que le correcteur gonflera dans le sens des phases 
positives; si τ est très petit, ce sera la zone des très hautes fréquences. Or, pour être 
opérante, l'avance de phase doit avoir pour effet d'éloigner le lieu KG(jω) du point 
critique, c'est à dire elle doit être maximale dans la zone de résonance. D'où : 

ωmax = ωR , 
Ra ω

τ 11
×=  

En appliquant cette dernière formule, il est recommandé de tenir compte du fait 
qu'après correction le système possède une fréquence de résonance plus élevée 
qu'ωR. Aussi majore-t-on habituellement ωR de 30 à 50 %. 
 
Limitation par le bruit de fond : 
 
L'utilisation d'une valeur importante de a revient à appliquer un grand coefficient de 
dérivée et conduit à une amplification relative des oscillations parasites de bruit du 
signal d'écart. C'est là que réside la limitation physique principale de la compensation 
par avance de phase. 
 

 
 

Figure 116- la différenciation amplifie les bruits 
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Réalisation pratique : 
 
réseau passif : 
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réseau actif inverseur : 
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réseau actif non inverseur : 
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RR
Ra  et τ = (R1+R2)C 

Influence de l'avance de phase sur la rapidité : 
 
Dans le cas d'asservissement réguliers, la nouvelle fréquence de résonance en boucle 
fermée, après compensation, est plus élevée que l'ancienne fréquence de résonance. 
Il y a là une propriété assez générale : la compensation par avance de phase 
augmente la rapidité transitoire des asservissements. 
 

9.4.3 Réseau correcteur à retard de phase : 
 

( )
pb

p
τ
τ

+
+

=
1
1pH  avec b>1 

Adaptation : 
 
Ce réseau augmente le déphasage et risque de rapprocher dangereusement le lieu du 
point critique (on voit que dans Black, le lieu corrigé est déplacé vers la gauche ⇒ 
retard de phase = ajout de phase négative, donc le déphasage augmente). Cette 
augmentation intervient dans une zone de fréquence grossièrement comprise entre 
les deux fréquences de cassures 1/bτ et 1/τ . L'effet de la phase négative étant 
nuisible essentiellement dans la zone de la fréquence de résonance de 
l'asservissement, on pourra donc théoriquement le réduire autant qu'on veut en 
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plaçant la fréquence 1/τ suffisamment bas par rapport à la pulsation de résonance ωR 
de l'asservissement (1/τ > 1/bτ , b>1). 
C'est cette considération qui conduit à l'adaptation du paramètre τ, dont la valeur 
minimale se détermine par le raisonnement suivant : 
Supposons que l'on impose au déphasage nuisible de rester inférieur à ϕ radians dans 
le voisinage de la fréquence de résonance de l'asservissement. Le déphasage du 
réseau est égal à : 

arctg (bτωR) – arctg (τωR) 
 

qui, si b est assez grand, est approximativement égal à  
 

π/2 – arctg (τωR) = arccot (τωR) 
 

La condition proposée, qui s'écrit : 
 

arccot (τωR) < ϕ 
donne approximativement : 

ϕω
τϕ

ωτ RR

11
>⇒<  

 
Quant au paramètre b, sa valeur minimale est, en première approximation, 
l'accroissement désiré de la précision. 
 
 
 
Ce correcteur présente un retard de phase à toutes les fréquences et présente un 
maximum pour : 

bτ
ω 1

max =  et 
b1
b-1arctg

+
=maxϕ  

Les calculs démontrant ces formules sont les mêmes que précédemment. 
 
Le correcteur à avance de phase a une action intégrale. 
 
Réalisation pratique : 
 
réseau passif : 
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R
RRb  et τ = R2 C 

Limitations : 
 
Les constantes de temps du réseau à retard de phase sont d'un ordre de grandeur 
supérieur à la constante de temps propre au système asservi. Pour certains systèmes, 
cela peut conduire à des valeurs irréalisables dans une technologie donnée. 
Rappelons en effet que si les servomécanismes présentent des constantes de temps 
qui se comptent en millisecondes, on trouve en régulation industrielle des constantes 
de temps de l'ordre de la minute, de l'heure, voire de la journée. A titre d'ordre de 
grandeur, les limites courantes des constantes de temps des régulateurs 
électroniques classiques sont de quelques dizaines de minutes. 
La compensation par retard de phase ne pourra pas s'utiliser si une avance de phase 
est impérative pour assurer la stabilité. 
 
« Avance de phase» et « retard de phase ». 
 
La compensation intégrale est parfois appelée « compensation par retard de phase ». 
Cette appellation abusive semble suggérer que ce type de compensation poursuit un 
but opposé à l’avance de phase, ce qui est inexact. Pourtant les deux fonctions de 
transfert ont bien, qualitativement, des formes mathématiques inverses. On lève ce 
paradoxe en constatant que les zones de fréquences auxquelles se produisent les 
effets respectifs sur la phase sont éloignées : très basses fréquences pour la 
compensation intégrale, fréquence de résonance du système asservi pour l’avance de 
phase. 
On peut dire, d’une autre façon, que la fréquence de résonance du système asservi se 
place sur des zones différentes des lieux de transfert du réseau correcteur basses 
fréquences pour l’avance de phase, hautes fréquences pour la compensation 
intégrale. 
Il revient encore au même de dire que les valeurs numériques de la constante de 
temps d’avance τa et celle de la compensation retard (intégrale) τr sont très 
différentes. 
A titre d’exemple, les valeurs de première approximation déjà données pour τa et τr  

τa = 
Raω

1 ,    τr = 
Rωϕ

1 avec les valeurs usuelles a = 10, ϕ = 0,1 radian, placent de la 

façon suivante les valeurs relatives de τa , 1/ωR (qui caractérise la constante de temps 
du système asservi lui-même) et τr  
 

1010

1
rapport

rR

rapport

a τωτ  
 

En conclusion, un ordre de grandeur sépare numériquement 1/ωR de τa d’une part, et 
de τr d’autre part. 
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Influence de la compensation intégrale sur la rapidité : 
 
La compensation intégrale idéale ne modifie pas la fréquence de résonance. L’effet 
des déphasages nuisibles du réseau pratique a plutôt tendance à la diminuer. Donc 
pour les asservissements réguliers, la compensation intégrale n'augmente pas la 
rapidité, mais a plutôt tendance à la diminuer. 
Il y a là, en principe, une supériorité de l'avance de phase sur le retard de phase. 
 
Combinaison des compensations intégrale et d’avance de phase. 
 
En fait, on a souvent grand intérêt à combiner les deux types de compensation. 
 
 
Intérêt, principe 
 
En considérant l’adaptation pratique des réseaux d’avance de phase et d’action 
intégrale (retard de phase), on constate que, au voisinage de la fréquence de 
résonance du système asservi, l’effet secondaire nuisible de chaque réseau est 
opposé à l’effet principal utile de l’autre. Ainsi l’effet secondaire nuisible du contrôle 
intégral est un déphasage, ce qui est opposé à l’effet principal du réseau à avance de 
phase. On conçoit donc que la combinaison des deux réseaux, à condition qu’ils 
soient tous deux bien adaptés, se présente de façon très favorable. 
 
 
Synthèse des deux réseaux en cascade : 
 
Le produit des deux fonctions de transfert respectives calculées en circuit de sortie 
ouvert n’est pas représenté correctement par les deux réseaux disposés simplement 
en cascade. L’approximation n’est acceptable que si l’impédance d’entrée du second 
est grande par rapport à l’impédance de sortie du premier. 
Ainsi, avec les deux réseaux ci-dessous, on a, pour le réseau d'avance de phase en 
circuit ouvert : Zs = R2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
et pour le réseau de retard de phase en circuit de sortie ouvert : 
Ze' = R1'+R2'+1/C'p 
On prendra par exemple : R1'+R2'>10.R2 
En pratique, les valeurs respectives des constantes de temps imposent déjà 
R1'+R2'>R2; on voit que l'ordre des réseaux sur la figure ci-dessus est avantageux de 
ce point de vue. 
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Il faut s'assurer en outre que l'impédance de sortie du deuxième réseau est grande 
devant Z1'=R2'+1/C'p. 
D'autres solutions sont théoriquement possibles : on peut, par exemple, intercaler les 
deux réseaux entre deux étages d'amplification. On peut encore directement calculer 
chacun des réseaux à partir de la fonction de transfert en charge, "l'impédance 
caractéristique" de chacun des réseaux étant de plus égale à l'impédance de charge 
aval. 
On peut aussi chercher à adapter directement un réseau représenté à la figure ci-
dessous, qui se comporte aux basses fréquences comme un réseau à retard de phase 
et aux hautes fréquences comme un réseau à avance de phase : 
 

( )
( )

( )( )
( )( ) pCRpCRpCR

pCRpCRp
21221111

221111
+++

++
=

pE
S  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9.4.4 Introduction au PID 
 
On étudie un asservissement de vitesse dont on se propose d'améliorer les performances en rendant 
l'erreur statique en vitesse nulle et en minimisant le temps de réponse pour un échelon de 0,1 V. 
On utilise un moteur de caractéristiques : Un = 100 V, In = 10 A, Nn = 3000 tr/min,  
R = 0,6 Ω, Imax = 10 In et dont l'identification a donné le résultat suivant : 

( )
( ) ( )( )

7
0.005 1 0.05 1

p
U p p p
Ω

=
+ +

 

Dynamo tachymétrique 8 mV/tr/min. Hacheur entrée : ± 10 V, sortie : ± 100 V,  
f= 5 kHz; le hacheur est considéré comme un amplificateur de gain pur G = 10. 
 

 
 
Les divers coefficients de l'asservissement sont donnés ci-dessous : 

C(p)=1, G=100/10=10, 
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d'où 
( )( ) ( )( )

1 10 7 0,0764 0, 416 2, 22
0.005 1 0.05 1 0.005 1 0.05 1

FTBO
p p p p

× × × ×
= =

+ + + +
 

 
 
Traçons le lieu de Black Nichols de la FTBO  
 
 
ω en rad/s 0 10 26 47 64 154 205 397 ∞ 
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Pour ϕ = -135°, le gain est -18,2 dB. Ainsi, pour obtenir une marge de gain de 45°  
(-180°+45°= -135°), on peut placer un correcteur proportionnel réglé à k = 18,2 dB. 
 
Sans correction, la réponse indicielle en boucle fermée est la suivante : 
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Avec le correcteur proportionnel de gain 18,2 dB (gain naturel de 
18,2
2010 8,12

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = ), on obtient une 

réponse indicielle (boucle fermée) améliorée au point de vue erreur statique et temps de réponse : 
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Afin d'annuler l'erreur statique sans trop nuire à la stabilité (le risque est de rendre le système 
carrément instable), nous allons introduire un correcteur PI (proportionnel-intégrale). 

Un correcteur PI possède une fonction de transfert de type : 
1 p

p
τ

τ
+

. 

Ce correcteur évite l'écueil de l'intégrateur pur (
1
pτ

) qui retranche 90° de phase à toutes les 

fréquences. Pour les basses, il est souhaitable de retrancher 90°, mais concernant les hautes 
fréquences, enlever 90° risque fort de déstabilise le système. 

Pour placer le correcteur PI, le mieux est de le placer à une décade ( croisement

10
ω

) en avant de la 

pulsation de croisement (pulsation pour laquelle le lieu de Black passe par l'horizontale contenant le 
point critique et donc pour laquelle G = 0 dB) de façon à ne pas retrancher de phase aux hautes 
fréquences (si le système est tel que Mϕ < 45°, on peut placer le correcteur PI plus près de ωcritique, 

jusqu'à croisement

4
ω

). 

 
 
 
 
 
 
 
Ici, avec le gain de 18,2 dB, on a le lieu ci-dessous : 
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La fréquence de croisement est de 234 rad/s, la marge de phase de  
180° – 135°= 45°, on placera le correcteur à une décade de ωcroisement.  

croisement

1 10 0,0427 s
234

10

τ ω= = =  

d'où ( ) 0,0427 1
0,0427

pC p
p
+

=  

 
 
 
 

En prenant pour correcteur : ( ) 0,0427 18,12
0,0427

pC p
p
+

= × , on obtient le lieu de Black ci-dessous (en 

rouge) : 
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La réponse indicielle en boucle fermée est maintenant celle ci-dessous : 
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L'erreur statique est maintenant nulle. 
Il existe des limites physiques au système que nous étudions : la tension que peut délivrer le hacheur et 
le courant maximum que peut délivrer le hacheur et celui que peut supporteur le moteur sans 
dommage. 
Le courant maximum du moteur est 10 In = 10.10=100 A (risque d'échauffement trop important, risque 
d'annulation du champ magnétique des aimants permanents sur ce type de moteur) 
L'amplitude maximale de l'échelon de tension dépend de Imax en effet : 

max max 0,6 100 60 VUI U RI
R
Δ

= ⇒ Δ = = × = . 

On est limité à un échelon de 60 V sur le moteur pour 0,1 V de consigne, soit un gain maximum de 
60/0,1 = 600. Jusqu'ici, le système corrigé possède un gain de  
8,12 x 10 = 81,2. On pourrait augmenter le gain du correcteur proportionnel jusqu'à ce que la valeur 

totale du gain du système soit de 600, (par ajout d'un gain naturel en série de 
600 7,389
81,2

= ). Mais le 

système serait complètement déstabilisé. 
Le lieu de Black Nichols deviendrait celui ci-dessous : 
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La marge de phase pour le lieu de gain 600 (en vert) est 180° - 165° = 15° ce qui est nettement 
insuffisant. 
 
 
 
 
On peut s'en rendre compte en examinant la réponse indicielle en boucle fermée : 
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Nous constatons un dépassement trop important ainsi qu'un temps de réponse important par rapport à 
la précédente réponse. 
 
Pour conserver ce gain, il faudrait introduire un nouveau correcteur (un correcteur à avance de phase) 
ajoutant au moins 45° - 15° = 30° de phase. 
Déterminons un correcteur à avance de phase ajoutant 30° + 5° (5° = marge de sécurité) = 35° de 
phase. 

Un tel correcteur possède une fonction de transfert du type 
1
1

p
a p
τ
τ

+
+

 (cf page 178) 

Centrons ce correcteur sur la pulsation de croisement du lieu de gain 600, soit 716 rad/s, nous 
prendrons 20% de plus, soit ωmax = 859 rad/s. Ainsi, nous obtenons : 

135 arcsin 0,271
1

a a
a

−
° = ⇒

+
 et max

1 0,002236
a

ω τ
τ

= ⇒  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
210
 

 
D'où le nouveau lieu (en vert) : 
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et la nouvelle réponse indicielle (en vert) : 
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Le correcteur obtenu s'écrit : 
 

( ) 0,0427 1 0,002236 160
0,0427 0,000606 1

p pC p
p p
+ +

= × ×
+

 

 
 
 
 
 
 
 
Nous avons construit un correcteur PID : 
 

( ) 0,0427 1 0,002236 160
0,0427 0,000606 1Proportionnel

Intégral Dérivé

p pC p
p p
+ +

= × ×
+

 

 
 

9.4.4.1 Correcteur PID 
 

9.4.4.1.1 Structure générale des correcteurs PID 
 
C’est l’association des trois actions précédentes : on obtient alors un correcteur 
proportionnel, intégral et dérivée (P.I.D.). Il existe plusieurs façons d’associer ces trois 

C(p) 
( )( )

2, 22

0.005 1 0.05 1p p+ +
 consigne vitesse + 

- 
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actions. Ci-dessous sont représentées les figures des trois types de correcteur PID les 
plus utilisés. 
 
Structure générale des P.I.D. : 
 
Type série (1) : On voit fleurir ce genre de structure dans la littérature, nous en dirons 
donc un mot afin de démontrer que ce n’est pas la structure naturelle des P.I.D.. 
 
 
 
 
 
Equation : ur(t) = ∫ ×× dt

ddt εε d
i

p TT
1K  , ( )

i

dp
d

i
p T

TKTT
1KpC =××= pp , ce n’est pas un P.I.D. 

mais un simple correcteur proportionnel !!! 
 
Type série (2) : 
 
 
 
 
 
Cette structure, si elle débouche bien sur un P.I.D., n’est guère commode non plus 
étant donné que le gain proportionnel pur n’est pas réglé par un seul potentiomètre, 
mais dépend également du réglage des actions dérivée et intégrale. 
 

Equation : ( ) ( ) ( ) ( )[ ]dt
ddtdtdt

ddtt εεεεεεε d
ii

dp
i

d
i

pr TT
1

T
T1KT

1TT
1Ku +++×=+++×= ∫∫∫  

Ou ( ) ( )pp d
i

p T1T
11KpC +×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +×=  

 
Type parallèle :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Equation : ( ) ∫ ×++×= dt

dTdT
1Ku

i
pr εεε dtt  ou ( ) pp p

i
p TT

1KpC ++=  

P 

I 

D 

ε Ur 
+ + 

+ 

P I D ε Ur 

P ε Ur I 
+ + D 

+ + 



 
213
 

Type mixte : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Equation : ( ) ( )∫ ×++×= dt
dTdT

1Ku
i

pr εεε dtt   ou ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++×= pp p

i
p TT

11KpC  

 
Figure 117- structures usuelles des correcteurs PID 

 
Le plus modéré est le correcteur PID parallèle car le gain n’agit pas sur les actions 
intégrale et dérivée. Inversement, le plus énergique est le correcteur PID mixte, car le 
gain agit sur les deux autres actions. Enfin, comme son nom l’indique, le correcteur 
PID mixte est une structure hybride des deux précédentes dont l’utilisation est sans 
doute la plus commune. 
 
Remarque: Quelquefois, l’action dérivée est placée sur la mesure : la correction est 
alors PID sur la mesure mais seulement PI sur une variation de l’entrée de consigne. 

9.4.4.2 Etude du correcteur PID mixte 
 
Sa fonction de transfert s’écrit : 
 

( )
pT

pTTpT
GpT

pT
GpC

i

dii
rd

i
r

2111
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=  

 
Premier constat et non des moindres : ce correcteur n’est pas réalisable!...Donc cette 
fonction de transfert n’est que théorique et nous serons obligés de filtrer l’action 
dérivée, c’est à dire ajouter un terme du premier ordre au dénominateur. Toutefois, ce 
filtrage ne changera pas fondamentalement les paramètres de la réponse du 
correcteur, puisque le filtrage n’interviendra que sur les hautes fréquences. Les 
fréquences basses et intermédiaires ne seront pas touchées. Dans ces conditions, 
nous raisonnerons sur la fonction de transfert théorique, les calculs étant beaucoup 
plus simples. On cherche les racines du numérateur. Celles-ci sont réelles si : 
 

0
4

14 22 ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=Δ

i

d
idii T

T
TTTT , condition réalisée si 

4
i

d
T

T ≤ . 

 
 
 
 
 

I 

P 

D 

ε Ur 
+ + 

+ 
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Le numérateur de C(p) peut encore s'exprimer sous la forme : 
 

( )( )pp 21 11 ττ ++  avec 
⎩
⎨
⎧

=+
=

i

di

T
TT

21

21

ττ
ττ

 

 

les deux racines s'écrivent donc : 

( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=

ατ

ατ

1
2

411
2

1
2

411
2

2

1

i

i

di

i

i

di

T
T
TT

T
T
TT

 

 
Comme α < 1, mais relativement proche de 0 si 4Td ≈ Ti, la relation d'ordre entre les 
racines du numérateur et la constante de temps intégrale peut s'écrire : 
 

τ2 < τ1 < Ti 
 

Il devient possible de tracer la réponse en fréquence du PID mixte.  

Sur la  
Figure 118 , on trouvera la réponse théorique et la réponse réelle, c'est à dire la 
réponse du PID mixte filtré. 
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Figure 118- effet du filtrage 

Pour ω = ωp, la phase ramenée par le correcteur est nulle. Cela s'exprime par la 
condition : 

( )[ ] ( ) ( ) 0
221 =−+=
πωτωτjω ppp arctanarctanCarg  

 

soit encore 
21 21

21 π
ωττ
ωτωτ

=
−

+

p

pparctan ,  

 

condition réalisée si 
di

pp TT
101 2

21 =⇒=− ωωττ  

 
 
On vérifie pour cette valeur que : ( ) rdB

GjC log20=ω  
Ce point particulier du lieu de transfert est intéressant : les actions intégrales et 
dérivée n'y ont plus aucune influence. On l'appelle encore point pivot. 
 
Conclusion : Le correcteur PID : 
 
• retarde en phase les basses fréquences tout en leur apportant un gain élevé, 
 

• n'agit quasiment pas sur les fréquences intermédiaires telles que 
di TT

11
<<ω , 

• agit sur les hautes fréquences en les amplifiant et en leur amenant une avance de 
phase. 
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Figure 119- effets du correcteur PID dans le plan de Black 
 
On constate que le réglage de la résonance change. Le lieu corrigé est tangent à un 
contour d'amplitude M' plus faible que le précédent.  
Dans ces conditions, ξ augmente : c'est l'effet stabilisant de la correction dérivée. Elle 
augmente également la bande passante puisque ωR' > ωR. Le système est plus rapide; 
 

• l’action intégrale modifie les basses fréquences (gain infini en boucle 
ouverte) et assure un gain statique égal à 0dB. L’écart de position est nul; 

 
• on pourra enfin revenir au coefficient d’amortissement initial en 
augmentant légèrement et sans danger le gain statique; l’écart de traînage 
n’en sera ainsi que meilleur. 

 
La fonction de transfert du correcteur PID filtré s’écrit : 
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

++=
pT

paT
pT

GpC
d

d

i
r 1

11  

ou bien, si l’on filtre en sortie du PID : 
 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

pT
paT

pT
GpC

d
d

i
r 1

111  
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9.4.5 Exercice réglage PID 
 
On considère un processus de fonction de transfert : 

( ) ( )( )
1

1 2
H p

p p p
=

+ +
 

 
 
 
 
 
 
 
Le correcteur C(p) sera un correcteur PID :  

( ) 11 ,  ici 
4

i
d d

i

TC p K T p T
T p

⎛ ⎞
= + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1. Représenter H(p) dans le plan de Black Nichols, on donne les points suivants : 
 
ωrad/s 0 0,1 0,24 0,36 0,8 1,17 1,71 4 ∞ 
G dB ∞ 12,2 6,2 2,3 - 6,8 - 12,4 - 19 - 37,5 - ∞ 
ϕ ° - 90 - 100 - 110 - 120 - 150 - 170 - 190 - 230 - 270 
 
2. Calculer le PID par la méthode du pivot, prendre ω = 0,23 rad/s. En déduire Ti . Dessiner le lieu de la 
boucle ouverte corrigée pour K = 1. 
Déterminer alors la valeur de K pour que le coefficient d'amortissement du second ordre dominant soit ξ 
= 0,7. 
 
3. Calcul du PID par la méthode de Ziegler et Nichols : déterminer le gain critique Kosc qui transformerait 
le système en oscillateur et Tosc la période d'oscillation. 
Comparer avec les résultats du 2. 
 
4. Le correcteur est le PID avec les coefficients élaborés au 2., quelles sont les erreurs pour une entrée 
indicielle, une rampe unité et une parabole unité ? 

C(p)       ( )H p  consigne S(p) + 

- 
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1. Lieu de H(p) dans le plan de Black Nichols : 
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2. Le point ω = 0,23 rad/s est choisi comme point pivot (rappel : si on désire un amortissement élevé, de 
l'ordre de 0,7 il faut que, pour ωpivot, le lieu en boucle ouverte soit tangent à un contour de Nichols de 
valeur proche de 0 dB et donc soit situé près de la verticale d'abscisse – 90°. ωpivot sera choisi à une 

vingtaine de degrés à gauche de cette verticale d'abscisse – 90°, et 
1

pivot
i dTT

ω = si 
4

i
d

TT = , on a  

2
pivot

iT
ω = . Le basculement réalisé, on ajuste K afin que le lieu de la boucle ouverte corrigé vienne 

toucher le contour tangent qui représente le facteur de résonance désiré.) 

On a donc ici ωpivot = 
1 2 20,23 8,7 s

0,23pivot i
ii d

T
TTT

ω = = = ⇒ =  

( ) 11 2,17
8,7

C p p
p

= + +  avec K = 1. 

 
Pour tracer le lieu de transfert corrigé en boucle ouverte, on détermine le gain et la phase du correcteur. 
 
 
 

( ) 1 11 1
4 4

i i

i i

T TC j j j
j T T

ω ω ω
ω ω

⎛ ⎞
= + + = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Donc 
2 2

1 110log 1 10log 1 2,17
4 8,7

i

i

TC
T

ω ω
ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= + − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

et ( ) 1 1arg 2,17
4 8,7

i

i

TC arctg arctg
T

ω ω
ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
On détermine donc : 
 
ωrad/s 0,1 0,24 0,36 0,8 1,17 1,71 4 
G dB 13,6 0 0,27 1,7 2,88 4,44 9,7 
ϕ ° - 43 - 2,4 24,8 57,9 67,7 74,6 83,4 
 
On peut alors tracer point par point le lieu de la boucle ouverte corrigée. On remarque que pour ωpivot = 
0,23 (0,24) le module est nul et l'argument voisin de 0, le point de la boucle ouverte non corrigé sera 
inchangé (point pivot). 
Pour ω = 0,1, il faut ajouter 13,6 dB au module et – 43° à la phase. Il faut appliquer le même procédé à 
chaque pulsation ω. 
On obtient : 
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On veut ξ = 0,7, donc MdB = 0 dB (cf page 83). 
Il suffit pour cela de translater le lieu en boucle ouverte corrigé d'environ 3 dB pour que le lieu final 
tangente le contour de Nichols 0 dB au point ω = 0,23 rad/s (à peu près). Le gain doit être : 

3
2010 0,707

−
. 
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Le correcteur s'écrit donc : 

( ) 10,707 1 2,17
8,7

C p p
p

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Le PID réel devra être être muni d'une dérivée filtrée afin d'être réalisable physiquement. Pour 

( ) 11 d
i

C p K T p
T p

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, on prend : 

( ) 11  avec k 10
1

d

di

T pC p K T pT p
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ici, on prendra par exemple : 

( ) 1 2,170,707 1
8,7 1 0,217

pC p
p p

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
 
3. Pour transformer le système non corrigé en oscillateur, il suffit d'augmenter le gain jusqu'à ce que le 
lieu en boucle ouverte non corrigé passe par le point critique. Ici, il faut ajouter 15,5 

dB
15,5
2010 5,95⇒ . La pulsation des oscillations est  

ωosc = 1,41 rad/s = 2πf
2 4,45 s

osc

T π
ω

⇒ =  
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D'après Ziegler et Nichols, les réglages "primaires" à effectuer sont : 
 
K = 0,6.Kosc = 0,6x5,95 = 3,57 
 
Ti = 0,5xTosc = 2,22 s 
 
Td = Ti/4 = 0,557 s 
 
Comme on peut le voir ci-dessous, les réglages donnés par la méthode de Ziegler et Nichols sont assez 
satisfaisants, bien que la réponse soit plus oscillatoire que celle obtenue à l'aide des réglages du 2. La 
constante Ti préconisée par Ziegler et Nichols est trop petite, l'effet intégral est trop important et 
l'asservissement est mal amorti. 
 
4. Après correction, il y a 2 intégrations dans la boucle, il n'y aura ni erreur statique, ni erreur de 
traînage. Il subsistera une erreur permanente pour l'entrée parable unité (accélération). Le gain en 
accélération est égal à : 

K = ( )2
0

2 2 0,707lim 0,1625
8,7p BOC

i

Kp G p
T→

×
= = =  

L'erreur est égale à 21 1 6,15 unités/s
0,1625K

= =  
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9.5 synthèse des correcteurs dans le plan de black 
 
Principe 
 
Le correcteur qu’on essaie de synthétiser doit déformer le lieu de transfert en boucle 
ouverte de manière telle que le lieu de transfert en boucle fermée soit proche de celui 
d’un second ordre équivalent, de gain statique si possible égal à 1, d’amortissement 
proche de 0,7 et de pulsation propre ωn élevée. 
 
Le nombre d’intégrations en boucle ouverte fixe la capacité du système régulé à suivre 
sans erreur une consigne variable. Si le système non corrigé comporte un intégrateur, 
il n’est peut-être pas nécessaire d’en mettre un dans le correcteur. 
 
 

9.5.1 choix du correcteur intégral 
 
Il dépend de la forme de la fonction de transfert en boucle ouverte. 

9.5.1.1 Solution 1 
 
La FTBO met en évidence une constante de temps dominante. Le correcteur intégral 
compense cette constante de temps. 
 

Exemple : ( )( )p51p1
kFTBO
++

= . La constante de temps dominante est τ = 5s. 

On choisit ( )
p

ppC
5

51+
=  et la FTBO corrigée vaut alors ( )pp

k
+1
5  

 

9.5.1.2 Solution 2 
 
S’il est difficile de mettre en évidence une constante de temps dominante, on choisit 
un point de pivot sur le lieu de transfert en boucle ouverte, point de raccordement de 
l’action intégrale. La pulsation ωp de ce point est choisie de manière que l’argument de 
la FTBO soit : 
 

( )[ ] °−≤≤°− 100arg120 pjFTBO ω  
 

Au delà de ce point de pivot, l’action intégrale ne doit plus avoir d’effet. Dans ces 
conditions, on choisit la constante de temps intégrale Ti telle que : 
 

p
iT

ω
2

≥  
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9.5.2 choix du correcteur dérivée 
 
La correction dérivée dépend des besoins du système. Elle ne s’impose pas 
obligatoirement. Lorsque le système possède une grande inertie voire un retard 
important, régulation de température par exemple, la correction dérivée n’aura 
pratiquement pas d’influence. Dans les autres cas, tout dépend s’il y a correction 
intégrale ou pas: 
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9.5.2.1 Correction Intégrale présente 
 
On choisit Td par rapport au point de pivot, c’est à dire : 
 
 

4
i

d
TT ≤  

 

9.5.2.2 Pas de correction intégrale 
 
Après avoir réglé dans un premier temps le gain pour un amortissement donné, on 
peut : 
 

• soit s’imposer une avance de phase pour une pulsation ωR' > ωR, 
 

• soit choisir ωR' ≈ 1,5 à 2ωR et prendre le coefficient a tel que 3< a < 10. 
 

9.5.3 Exercices sur Black 
Sujet d'énergie – propulsion 1 de 1994 partie automatique 
 
Un servo-mécanisme inconnu à retour unitaire est soumis en boucle ouverte à une 
analyse harmonique. Le signal appliqué à l'entrée du système est de la forme :  
e = sin ωt; on enregistre à la sortie un signal s = G sin (ωt + ϕ). 
On a noté pour différentes valeurs de ω : 
 

ω 
(rad/s) 0 1 2 3 4 5 6 8 10 20 50 ∞ 

G 
(dB) 9,5 10 11 14 15,6 10,5 6,3 - 0,5 - 5 - 19,5 - 34 - ∞ 

ϕ (°) 0 - 8 - 18 - 40 - 90 - 132 - 149 - 161 - 167 - 174 - 178 - 180 
 

Gmax = 15,85 dB a lieu pour ω = 3,75 rad/s avec ϕ = - 76° 
 
1. Représenter le lieu de transfert en boucle ouverte dans l'abaque de Black Nichols 

ci-joint. 
2. Déduire de ce lieu de transfert l'expression générale de la fonction de transfert en 

boucle ouverte. 
3. Déterminer à l'aide du diagramme les éléments de la fonction de transfert. 
4. On désire fermer la boucle de l'asservissement à retour unitaire : 

Peut-on conclure théoriquement puis pratiquement que le fonctionnement de 
l'asservissement sera stable ? Justifiez votre réponse. 
 Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée. 
5. Le gain statique de l'asservissement étant réglable, que peut-on faire pour 

améliorer les performances ? 
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Corrigé : 
1. Lieu dans Black : 
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2. Etant donné que l'asymptote correspondant à ω → ∞ est de 180°, l'ordre du 
système est 2. [ordre n ⇔ asymptote de n x (- 90°)]. 
La fonction de transfert est donc de la forme : 

( )
2

221
nn

pp

KpF

ωω
ξ

++
=  

 
3. Détermination du gain statique K : 

Pour ω = 0, F(jω) = K = 9,5 = 20 logK⇒ K = 20
5,9

10 = 3 
 
Détermination de la pulsation des oscillations libres non amorties ωn : 

Pour ϕ = 
2
π

−  , ω = ωn = 4 rad/s. 

de la formule 
( )

2

22
2

2
21

n

Rn
nR ω

ωω
ξξωω

−
=⇒−= = 0,24. 

On peut également utiliser le tableau de la page 71 du polycop en utilisant le facteur 
d'amortissement : 
M = Gmax – G(0) = 15,85 – 9,5 = 6,35 dB. On utilise la ligne M = 6,3, on en déduit  

ξ = 0,25 et 498,3
94,0

94,0 ≈==⇒= R
n

n

R ω
ω

ω
ω rad/s 

On a donc : ( ) 20625,0125,01
3

pp
pF

++
=  

4. FTBF = 20156,003,01
75,0

1 pp
FTBF

FTBO
FTBO

++
=⇒

+
 

4.1. Théoriquement : calcul des pôles : p' = - 0,96 – j 7,9 et p'' = - 0,96 + j 7,9 
les pôles étant à partie réelle négative, le système est stable. 
4.2. Pratiquement, le point critique (-180°, 0 dB) est laissé à droite en parcourant le 
lieu de Black dans le sens des ω croissant, donc le système est stable. 
6. On peut diminuer le gain afin d'améliorer la stabilité. Le lieu de Black est translaté 

vers le bas. On peut s'arrêter lorsque l'on tangente le lieu d'isogain 2,3 dB par 
exemple. 
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On trouve un gain de – 2 dB en boucle ouverte ou – 7 dB en boucle fermé. 
Le facteur d'amortissement correspondant est : 
MdB = 2,3 – (- 2) = 4,3 d'où ξ = 0,32 
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10 identification des processus 
 

10.1 introduction 
 

10.1.1 notion d’identification 
 
Très souvent, l’automaticien subit le comportement du système qu’on lui demande de 
régler. En effet : 
 

• soit le système est déjà existant, 
 

• soit le système est entièrement à élaborer, mais il ne lui appartient pas 
de le construire. Il peut, à la limite, participer à l’étude. Le processus (four, 
réacteur, etc...) sera ensuite acheté en fonction de contraintes économiques 
propres à l’entreprise, et dans ces conditions, les équations physiques ne 
seront pas faciles à mettre en place car les constructeurs ne donnent pas 
toujours les informations voulues. Et même si les lois physiques gouvernant le 
système étaient connues, leur utilisation conduirait souvent à des 
développements mathématiques d’une trop grande complexité. 

 
Dans la pratique, on ne déterminera donc que très rarement le modèle de 
connaissance d’un processus. Ce modèle n’intéresse que le physicien. 
L’automaticien lui préférera un modèle de commande ou modèle de conduite, 
modèle qu’il utilisera pour simuler puis commander ce processus. 
 
Ce modèle de commande sera déterminé à l’aide d’essais expérimentaux pour 
différents types d’entrées. Le modèle obtenu sera susceptible de décrire le mieux 
possible le comportement dynamique du système dans l’environnement qui doit être le 
sien. Cela signifie que ce modèle peut être différent selon qu’on travaille en régulation 
autour d’un point de fonctionnement ou qu’on travaille en poursuite. 
 
On cherchera si possible un modèle simple, c’est à dire un modèle comportant un 
nombre limité de paramètres. Par exemple, si le processus comporte n constantes 
de temps τ1, τ2, … τn assez proches l’une de l’autre, le modèle pourra utiliser un pôle 
d’ordre n lié à la constante de temps τ, moyenne arithmétique des τ1, τ2, … τn. Les 
imperfections de cette modélisation pourront toujours être compensées par la boucle 
de régulation. 
 
Enfin, on identifie bien que ce que l’on connaît : à partir de modèles connus, on 
cherchera toujours à affiner le choix des paramètres à l’aide d’essais expérimentaux 
pour des sollicitations d’entrée différentes (essais au repos, essais autour d’un point 
de fonctionnement, essais en poursuite, essais en boucle fermée, etc...). 
 
Identifier un processus, c'est chercher un modèle mathématique, appartenant à 
une classe de modèles connus et qui, soumis à des signaux tests, donne une 
réponse (dynamique et statique) Ie plus proche possible de celle du système 
réel. 
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10.1.2 méthodologie 
 
 
Selon que le processus est stable ou instable en boucle ouverte, on aura deux 
manières de s’y prendre : 
 

10.1.2.1 Le processus est stable en boucle ouverte 
 
On envoie un signal-test sur l’entrée du processus en ayant eu soin de déconnecter le 
régulateur du processus. Prenons l’exemple de l’échelon unité (Figure 120): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 120- identification en boucle ouverte 
 
On enregistre alors le signal um(t) en sortie du capteur de mesure. Il peut se passer 
deux choses : 
 
• le signal “mesure” tend vers une constante. On dit qu’on a un système non évolutif; 
 
• le signal “mesure” évolue sans cesse, même si ur(t) est constant. Le processus 

présente alors une intégration (la sortie est fonction de l’intégrale de l’entrée 
asservissement de position par exemple) et la fonction de transfert comporte un 
pôle nul. On dit que le système est évolutif. 

 

10.1.2.2 Le processus est Instable en boucle ouverte 
 
L’automaticien préfère dans ce cas effectuer des essais en boucle fermée moins 
risqués pour le matériel. Il en est de même lorsque le système est en production car il 
n’est alors pas question, à ce moment là, d’ouvrir la boucle (Figure 121). On augmente 
progressivement le gain du régulateur pour se placer à la limite d’instabilité. 

t 

ur(t) 

0 

Actionneur 
+processus+ 
+capteur 

ur(t) Um(t) 

t 
0 

Um(t) 
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Figure 121- identification en boucle fermée 

L’image Um de la sortie S devient alors sinusoïdale (pompage). On relève alors la 
valeur du gain critique Grc et la période des oscillations TOSC. 
 

10.1.3 essais harmoniques 
 
Les essais expérimentaux harmoniques sont rarement employés car ils sont longs 
et fastidieux. En effet, les processus industriels peuvent avoir des constantes de 
temps importantes et ce genre d’essais s’y adapte très peu. Prenons par exemple un 
four dont la constante de temps est de 10 minutes. Si on admet que le four est un 
système du premier ordre, la pulsation de coupure correspondante est : 
 

./
600
1 srdc =ω  

 
Pour avoir une réponse harmonique intéressante, il faut émettre un signal sinusoïdal 
de pulsation variant de 0,1 ωc à10ωc (une décade de part et d’autre). La pulsation 10 
ωc ne pose pas de problème. Il n’en est pas de même pour la plus petite.  

En effet 0,1ωc =
6000

1 rd / s. 

Cette pulsation correspond à une fréquence de Hz510.6,2
60002
1 −≈
⋅π

 ou mieux 

encore à une période en mesure T = 37700 s = 10H30. 
 
Pour réaliser une identification harmonique du four, il faut donc disposer d’un 
générateur TBF pouvant travailler à cette fréquence : un tel type de générateur ne 
court pas les rues. D’autre part, il est nécessaire de réaliser 2 à 3 expérimentations 
pour chaque pulsation (on en fait ensuite la moyenne). On voit dans ces conditions 
qu’il faudrait plus d’une journée pour obtenir un point ! 
 

C Actionneur  
+ 
processus 

capteur 

S 
+ 

- 

E 
régulateur 

Ur 

Um 
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10.1.4 conclusion 
 
Les méthodes que nous allons décrire dans la suite de ce chapitre sont simples. Elles 
ne nécessitent que peu de matériel (enregistreur graphique). Elles sont généralement 
faciles à mettre en œuvre. Par contre, elles ont l’inconvénient d’être limitées dans le 
choix des modèles et d’être relativement sensibles aux bruits. 
 
Une fois l’identification effectuée, il ne faudra pas oublier de valider le modèle obtenu : 
 
• les paramètres sont-ils suffisamment précis ? 
 
• les mesures n’ont-elles pas été entachées de bruit ? 
 
Il existe d’autres méthodes plus sophistiquées, en particulier des méthodes 
statistiques, alors que les méthodes que nous développeront dans ce chapitre sont 
des méthodes déterministes. Ces autres méthodes sont moins sensibles au bruit et 
fournissent certainement des modèles plus précis. Par contre, elles exigent des 
expérimentateurs de bon niveau et des moyens matériels beaucoup plus importants 
(micro-ordinateur, logiciel d’identification, etc...). Elles n’entrent donc pas dans le 
cadre d’un tel ouvrage. 
 
 

10.2 essais indiciels en boucle ouverte 
 

10.2.1 systèmes non évolutifs a réponse apériodique 
 

10.2.1.1 Conditions d’applications 
 
Les conditions d’application des deux méthodes que nous allons exposer, sont les 
suivantes : 
 
a) la réponse du système à un échelon doit être apériodique ce qui est le cas pour 
la plupart des processus simples en boucle ouverte; 
 
b) l’échelon peut être appliqué à partir du repos ou alors à partir d’un régime 
permanent bien établi : dans ce cas, il en résulte l’apparition d’un nouveau régime 
permanent (); 
 
d) il est Indispensable que le système soit en régime permanent bien établi au 

moment où l’on applique l’échelon; cela signifie que toutes les dérivées 
k

k

d s
dt

 

sont nulles jusqu’à l’ordre n-1 si le système est d’ordre n. 
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Figure 122- réponses possibles à un échelon 
 

10.3 Modèle de Strejc 
 
Strejc propose le modèle suivant : 
 

( )
( )n

pT

p
ekpH
τ+

=
−

1
 

 
où τ est une constante de temps et T un retard. 
 
La constante de temps τ apparaît en fait comme la moyenne arithmétique de toutes 
les constantes de temps du système (à condition que ces constantes de temps ne 
soient pas trop éloignées l’une de l’autre). 
 
Si la mise en œuvre d’un tel essai indiciel est simple, les conditions de mesures le 
sont moins. En effet, la condition “dérivées nulles avant l’application de l’échelon” n’est 
pas très facile à réaliser à cause de l’existence de bruit, perturbation, etc... On ne sera 
donc jamais sûr que les conditions initiales soient bien nulles. 
 
Afin de dépouiller plus facilement l’enregistrement de la réponse, Strejc a calculé la 

réponse indicielle des systèmes de fonction de transfert 
( )npτ+1

1  pour différentes 

valeurs de n. 
 
Il suffit ensuite de déterminer la courbe théorique se rapprochant le plus de la courbe 
expérimentale. En fait, on peut aller encore beaucoup plus vite, car Strejc fait les 
constats suivants: 
 
• la position du point d’inflexion sur la réponse est liée à l’ordre n du système; 
• le rapport de la sous-tangente Ta à la constante de temps τ ne dépend que de 
l’ordre n du système et est indépendant de τ (cf tableau suivant). 
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n Tu/Ta Ta/τ 
1 0 1 
2 0,104 2,718 
3 0,218 3,695 
4 0,319 4,463 
5 0,410 5,119 

Figure 123- tableau des coefficients de Strejc 
 
 
Si la réponse expérimentale a l'allure donnée  , il suffit alors de relever les temps T, Tu, 
Ta, ainsi que Δur et Δum. (Figure 124). 
 

 
 

Figure 124- identification selon Strejc 
 
On en déduit : 

• le gain statique du processus 
r

m

u
uk
Δ
Δ

= . 

• n et τ selon le tableau précédent. 
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Exemple : après expérimentation, on relève sur l'enregistrement : 
 
Tu=2,9 s, Ta=11,1 s, T=3,12 s, Δum=2,34 V, Δur=1 V. 

On calcule tout d'abord le rapport 261,0
1,11
9,2
==

a

u

T
T . En règle générale, on ne trouve 

pas la valeur exacte dans le tableau. Donc Strejc préconise de prendre la valeur n 
immédiatement inférieure, soit ici n = 3. 
Pour n = 3, on a : 

695,3=
τ

aT , d'où τ = 3 s 

 

218,0=
a

u

T
T , ce qui correspond à une valeur théorique Tuth de Tu telle que  

Tuth=0,218Ta=2,4198 s. 
On trouve donc un décalage ΔTu entre le Tu mesuré et le Tu théorique tel que : 
ΔTu=2,9 - 2,4198 = 0,48 s 
En fait, il existe certainement une erreur d'appréciation de T et Tu, car il n'est pas facile 
de déterminer le moment exact où le signal um(t) quitte la valeur 0. 
On va donc ajuster le temps de retard à l'aide du ΔTu trouvé précédemment : 
T = 3,12 + 0,48 = 3,6 s 

Comme le gain statique vaut 
1
34,2

=k , la fonction de transfert s'écrit alors : 

 

( )
( )3

6,3

31
34,2

p
epH

t

+
=

−

 

 

10.4 Modèle de Broïda 
 
Broïda critique le modèle précédent pour les raisons suivantes : 
 
L’hypothèse qui consiste à assimiler la  constante de temps τ à la moyenne 
arithmétique des constantes de temps réelles du processus, peut dans certain cas 
conduire à des aberrations dans le comportement dynamique : c’est le cas par 
exemple du système du deuxième ordre dont les constantes de temps sont très 
éloignées; on sait alors que le comportement du système est celui du premier ordre 
dominant; 
 
• il estime que le tracé de la tangente au point d’inflexion est source d'erreur; 
 
• la durée de l’expérimentation est très longue dans le cas de processus lents; or, il 

faut maintenir pendant toute cette durée une entrée constante ce qui n’est pas 
évident à cause du bruit. 

 
Dans ces conditions, Broïda exclut tout tracé graphique et souhaite travailler sur des 
durées d’expérimentation beaucoup plus brèves, il propose le modèle du premier 
ordre : 
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( )  
1 p

ekpH
pT

τ+
=

−

 

 
En effet, un premier ordre peut épouser très facilement une courbe d’ordre supérieur, 
et Broïda montre par l’expérience, que le premier ordre coupe toujours une courbe 
d’ordre supérieur en 2 points A et B situés de part et d’autre du point d’inflexion. 
 

 
Figure 125- identification selon Broïda 

• le point B est choisi suffisamment bas afin d’arrêter l’expérimentation le 
plus tôt possible et suffisamment haut pour être au-dessus du point 
d’inflexion; 

 
• la distance entre les points A et B doit être suffisamment longue pour que 
la coïncidence entre les 2 courbes dure le plus longtemps possible; 

 
• le retard T est un retard fictif mais qui pourra inclure un retard réel TR s’il 
existe. 

 
Graphiquement, cela revient à faire coïncider la réponse indicielle d’un système 
apériodique d’équation : 
 

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++++=

−−−
n

t

n

tt

mm eAeAeAkutu τττ ...1 21
210  avec la courbe d'équation : 

 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=

−
−

τ
Tt

mm ekutu 10  

Broïda choisit alors : 
 

• le point A tel que. mmmA uuu Δ+= 28,00 , 
 

• le point B tel que mmmB uuu Δ+= 40,00  
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Les points A et B sont donc situés respectivement à 28 et 40% de l’excursion totale 
Δu. La réponse du premier ordre correspondant est donnée par : 
 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Δ+=

−
−

τ
Tt

mmm euutu 10  

 
Il est alors possible de calculer les ordonnées des points A et B, puis d’en déduire les 
expressions des temps tA et tB. On a : 
 

72,028,01 00 =⇒Δ+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Δ+=

−
−

−
−

ττ
Tt

mm

Tt

mmmA

AA

euueuuu  (1) 

 

et donc de la même manière : 6,0=
−

−
τ

TtB

e  (2) 
 

En faisant le rapport membre à membre de (1) et (2), on obtient 2,1ln=
−
τ

AB tt  

Ou encore :  
( )AB tt −= 5,5τ  
 

D'autre part, de (1) on extrait - tA - T = - τ ln 0,72 et en remplaçant τ par sa valeur, on 
obtient : 
 

BA ttT 8,18,2 −=  
 
Exemple : sur un relevé expérimental, on lit : 
 
ta = 6,25 s, tB = 7,64 s, Δum=2,34 V, Δur= 1 V 
 
En reprenant les formules élaborées ci-dessus, il vient : 
 
τ = 5,5(7,64 - 6,25) = 7,65 s 
T = 2,8.6,25 - 1,8.7,64 = 3,75 s 

34,2=
Δ
Δ

=
r

m

u
u

k  et donc : 

 

( )
p

epF
p

65,71
34,2 75,3

+
=

−

 

10.5 Systèmes non évolutifs à réponse oscillatoire 
La réponse à un échelon est cette fois oscillatoire. Les conditions d'expérimentation 
sont les mêmes que celles des systèmes à réponse apériodique. La forme de la 
réponse a l'allure donnée ci-dessous : 
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Figure 126- réponse indicielle oscillatoire 

Une réponse de ce type permet d'envisager la modélisation du processus par un 
second ordre : 
 

( )
2

221
nn

Tp

pp

ekpF

ωω
ξ

++
=

−

 

 
Rappelons que pour un système du second ordre à réponse oscillatoire, on a : 
 

Hauteur des maxima (k impair) : 
21 ξ

π
ξ

−
−

=
n

k ekD  
 

Pseudo-période : 
21

2

ξω

π

−
=

n

pT  

 
On en déduit les relations : 
 

2

1

2
ln

2
1

1 D
D

πξ

ξ
=

−
 et 

212
1
2

ξω

π

−
=−

n

tt  

 
Si on mesure t1, t2, D1, et D2, on pourra évaluer rapidement les valeurs de ξ et ωn. 
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10.6 systèmes évolutifs 
 
Si on envoie un échelon à un élément intégrateur, une fois le transitoire terminé, on 
obtient un signal évoluant linéairement, c’est à dire selon une droite. 
 
La Figure 127 donne l’allure de cette réponse. On constate qu’il peut y avoir un retard 
naturel qu’il est nécessaire d’isoler avant de procéder à l’identification proprement dite. 
La détermination de ce retard est bien sûr une source d’erreur qu’il faut minimiser. On 
constate également que um0 peut très bien être différent de 0. 
Le modèle proposé par Strejc est : 
 

( )
( )n

Tp

pp
ekpF
τ+

=
−

1
 

 
La méthode d’identification est relativement simple (Figure 127) : 
 

• on trace la droite correspondant au régime permanent; celle-ci coupe 
l’axe des temps ou la droite um0 en A; 

 
• on trace la parallèle à cette droite passant par le point O’, origine 
supposée de la réponse hors temps de retard; 

 
• enfin on trace la perpendiculaire en A à l’axe des temps ; celle-ci coupe 
la réponse en B et la parallèle en C. 

 
Le gain du système est donné par : 
 

ru
k

Δ
=

α  

 

où 
t

um

Δ
Δ

=α  est la pente de la droite constituant le régime permanent. 

Ce résultat est tout à fait cohérent. En effet, en régime permanent, seul l'effet de 
l'intégrateur se fait sentir, donc seul le gain statique est intégré. 
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Figure 127- réponse indicielle d'un système évolutif 

 
On mesure ensuite le temps Tu et la longueur des segments AB et AC : Strejc a tracé 

les réponses indicielles des systèmes de fonction de transfert ( )
( )npp

pF
τ+

=
1

1  pour 

différentes valeurs de n et il a constaté que le rapport 
AC
AB  ne dépendait que de la 

valeur de n. 
Le tableau ci-dessous donne la variation de ce rapport en fonction de n: 
 

n 1 2 3 4 5 
AB/AC 0,37 0,27 0,255 0,195 0,175 

 

Une fois n déterminé, on obtient la constante de temps τ très facilement : 
n

Tu=τ  

 
Remarque : on utilise quelquefois le modèle intégrateur avec retard : 
 

( )
p

ekpH
pTu−

= , ce modèle est très intéressant si le transitoire est très plat ou s'il existe 

un retard important. 
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10.7 Essais en boucle fermée 
 
Cette méthode a été proposée par Dindeleux en 1974. Elle reprend les modèles de 
Strejc et Broïda, mais Dindeleux fait les remarques suivantes : 
 
• lors d’une identification en boucle ouverte, les instants de mesures sont assez 

éloignés et des perturbations peuvent arriver à ce moment là; 
• les identifications précédentes restent assez imprécises; 
• en boucle fermée par contre, il est assez facile d’amener le système à la juste 
instabilité qui correspond à un déphasage de - π et un gain de boucle égal à -1. Ces 
valeurs sont des valeurs exactes et non pas approximatives. 
 
Cette méthode tient compte du fait que le processus peut contenir un intégrateur : on 
proposera donc deux formes de modèle. 
 

10.7.1 modèle de Strejc 
 

10.7.1.1 Système sans intégrateur  
Le modèle proposé est : 
 

( )
( )n

Tp

p
ekpH
τ+

=
−

1
 

 
Si le système contient déjà un régulateur, alors les actions intégrale et dérivée devront 
être annulées. Seule restera l’action proportionnelle (gain Gr). 
 
Dans ces conditions, C(p) = Gr et la FTBF s’écrit : 
 

( )
( )

( )
( )pHG
pHG

pE
pU

r

rm

+
=

1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 128- identification en boucle fermée 
 
L’identification s’effectue en deux étapes: identification du gain statique en boucle 
fermée GS et identification des paramètres dynamiques n, T et τ. 

C H(p) Um + 

- 

E 
régulateur 

Ur 

Um 
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• Gain statique 
 
Pour son identification, on applique un échelon de consigne ΔE et on observe 
l’évolution Δum de la réponse. Or, le gain statique en boucle fermée s’obtient en faisant 
p = 0 dans la FTBF. 
Celui-ci s’écrit donc : 
 

kG
kG

G
r

r
S +
=

1
 ou encore 

m

m
r uE

u
kG

Δ−Δ
Δ

=  

 
ΔE et Δum sont deux grandeurs mesurables. Gr est le gain connu du régulateur. Il est 
donc facile d’en déduire k. 
 
• paramètres dynamiques 
 
On se place maintenant à la juste instabilité : le gain du régulateur est alors le gain 
critique Grc. Les conditions de juste instabilité s'écrivent : 

( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

=
+

−

−

π
τ

τ

n

Tp

n

Tp
rc

p
e

p
ekG

1
arg

1
1

en régime harmonique, le gain s'écrit : 

 

( ) ( )n
OSC

jT

rcn

Tp
rc

j
ekG

p
ekG OSC

ωττ

ω

+
=

+

−−

11
 où ωOSC est bien sûr la pulsation des oscillations de 

pompage. 
Comme 1=− OSCjTe ω , il vient : 
 

1
1 22

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

n

OSC

rc kG

ωτ
, soit ( ) ( ) 1

2
1

2
222 −=⇒+= nrc

OSC
n

OSCrc kG
T

kG
π

τωτ . 

 
De la même manière, l'argument s'écrit : 
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=⇒−=−− 1arctan1

2
arctan

2
nrc

OSC
OSCOSC kGnT

TnT
π

πτωω  

 
A partir des expressions de τ et de T, on peut élaborer plusieurs modèles en prenant 
les valeurs successives de n. On peut alors remarquer que T diminue lorsque n 
augmente. Il existe donc une valeur limite de n que l'on ne doit pas dépasser afin que 
la valeur de T reste toujours positive ou nulle; cette valeur est telle que :  

( ) 01arctan1
2

≥−− nrc kGn
π

, 
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à la limite ( )
n

kG nrc
π2

2
tan1 =−  soit 

n

kG
n

rc πcos

1
=  

On constate donc que, de la détermination expérimentale du gain critique, on peut en 
déduire l'ordre n du système. Toutefois, cette équation transcendante ne se résout pas 
facilement. Il faut donc la tabuler : 
 

n 2,5 2,8 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 
Grc 18,83 10,36 8 5,22 4 3,31 2,89 2,58 2,37 

 
Connaissant n, il sera facile d'en déduire τ et T. 
 
Remarques : certains automaticiens n'hésitent pas à prendre n non entier; τ peut se 

déduire de n par la relation 
n

TOSC π
π

τ tan
2

=  

 

10.7.2 Système avec intégrateur 
Pour vérifier en boucle fermée qu'un processus comporte un intégrateur, il suffit 
d'observer le gain statique : une valeur égale ou très proche de 1 permet de conclure 
que ce processus possède un intégrateur. Le modèle proposé est cette fois : 
 

( )
( )n

pT

pp
ekpH
τ+

=
−

1
 

 
La méthode est la même que précédemment. La FTBF s'écrit : 
 

( )
( )

( )
( )pHG
pHG

pE
pU

r

rm

+
=

1
, les conditions de stabilité deviennent : 

 

( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
+−

=
+

−

−

π
τ

π

τ

n

Tp

n

Tp
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p
e

pp
ekG

1
arg

2

1
1

 cela conduit à la relation : 

 

n

kG
nOSC

rc

2
cos

1
πω

= . 

 
La tabulation de cette équation transcendante permet d'obtenir n à partir de la 
détermination expérimentale du gain critique et de la pulsation de pompage. 
 

n 2 2,5 2,8 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 

OSC

rc kG
ω

 
 
2 

 
1,7 

 
1,59 

 
1,54 

 
1,44 

 
1,37 

 
1,32 

 
1,28 

 
1,25 

 
1,23 
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Les valeurs de τ et de T se déduisent alors facilement par les relations: 

1
2

2

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

OSC

rcOSC kGT
ωπ

τ  et ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= OSC

OSC nT
T ωτ

π
arctan21

4
 

 

10.8 Modèle de Broïda 

10.8.1 Système sans intégrateur 
Les calculs sont plus simples car le modèle est du premier ordre : 
 

( )
p

ekpH
pT

τ+
=

−

1
 

 
Donc, à la juste instabilité : 
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⎪
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1
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1

 

Du gain, il vient : 221 OSCrc kG ωτ+= , et 1
2

22 −= kG
T

rc
OSC

π
τ , de l'argument, on tire : 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=⇒−=−− 1arctan11

2
arctan 22kG

T
TT rc

OSC
OSCOSC π

πωτω  

 
Le gain statique k a, bien sûr, la même expression que précédemment. 
 

10.8.2 Système avec intégrateur 
 

On retient le modèle : ( ) ( )pp
ekpH

pT

τ+
=

−

1
 

 
Les conditions de juste instabilité deviennent : 
 

⎪
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⎨

⎧
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⎦

⎤
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j
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1
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Desquelles on extrait les relations : 
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1
2

2

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

OSC

rcOSC kGT
ωπ

τ   et 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
−= 1arctan21

4

2

OSC

rcOSC kGT
T

ωπ
 

10.8.2.1 Application 
 
On envisage l'identification du système bouclé suivant : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La tension de consigne étant de 5 volts, on augmente Gr jusqu'aux premières 
oscillations . On relève  

 
Grc = 10 et on enregistre um (voir la figure ci-dessous) : 
 
 

Le gain statique en boucle ouverte s'écrit : 33,7
4,45

4,4
=

−
=

Δ−Δ
Δ

=
m

m
r uE

u
kG  

Comme Grc=10, on a k = 0,733 
 
Modèle de Strejc 
 
Puisque Grk = 7,33, on choisit n = 3. On en déduit : 
 

s
n

TOSC 1,5
3

tan
2

5,18tan
2

===
π

π
π

π
τ  

 

Gr 
processus Um + 

- 

E 
régulateur 

Ur 

Um 
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( ) skG
nT

T nrc
OSC 15,0133,7arctan

3
1

2
5,18

1arctan1
2

3
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=
⎥
⎥
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⎢
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⎡
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et le modèle de commande est : 
 

( )
( ) 3

15,0
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733,0

p

e
pF

p

+
=

−

 

Modèle de Broïda 
 
On a toujours Gr.k = 7,33 et cette fois : 
 

skG
T

rc
OSC 4,21133,7

2
5,181

2
222 =−=−=

ππ
τ  

 

skG
T

T rc
OSC 5133,7arctan11

2
5,181arctan11

2
222 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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⎤
⎢⎣
⎡ −−=

ππ
 

 
d'où le modèle : 

( )
p

epH
p

4,211
733,0 5

+
=

−

 

10.9 Conclusion 
 
La validation du modèle obtenu par identification est la dernière étape réaliser. Pour 
ce faire, on peut opérer de différentes manières : 
 

• par simulation (simulateur analogique, simulation logicielle : SIMULINK, 
PROGRAM CC,  SISSY, etc...), 

 
• en comparant à d’autres méthodes : on peut par exemple effectuer une 
identification en boucle ouverte, puis une identification en boucle fermée. 

 
Dans tous les cas de figures, il ne faudra jamais oublier qu’on obtient toujours un 
modèle approché. Son utilisation sera donc liée aux incertitudes des mesures. S’il 
s’avère par la suite que la commande d’un processus ne donne pas les résultats 
escomptés, peut-être faudra-t-il revoir l’identification. 
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11 Techniques industrielles de régulation 
 
Les chapitres précédents nous ont permis de concevoir un régulateur à partir d’un 
modèle donné et pour des performances désirées. Le régulateur PID reste aujourd’hui 
un modèle très prisé dans l’industrie. Certains constructeurs proposent d’ailleurs des 
régulateurs PID intégrés où le seul besoin de l’utilisateur sera de régler les trois 
actions en intervenant sur trois potentiomètres. Cette utilisation pourrait nous sembler 
triviale; mais ne nous leurrons pas : c’est à partir de la connaissance du processus 
que ce réglage peut s’effectuer. Et ces techniciens automaticiens, qu’on appelle aussi 
des « régleurs ». connaissent, « sentent » parfaitement leurs processus.  
 
Le mot « régleur» n’est donc pas à prendre avec un sens péjoratif, au contraire ! 
Chaque processus nécessite un savoir-faire, et bien que leurs fondements théoriques 
soient les mêmes, ils peuvent utiliser des moyens de réglage différents. Le présent 
chapitre sera l’occasion d’examiner un certain nombre de techniques utilisées dans 
l’industrie. 
 

11.1 structures des régulations industrielles 
 
La régulation simple à une boucle peut ne pas toujours être suffisante lorsque les 
contraintes de précision ou de rapidité demandées au système sont trop importantes. 
C’est là que tout le «savoir-faire » de l’automaticien va s’exprimer: il va pouvoir 
prendre en compte les spécificités des organes de mesure et contrôle, les 
caractéristiques du processus et tout particulièrement les perturbations. La simple 
boucle va se développer en branches supplémentaires dont certaines pourront contre-
réactionner le processus. 
 
 

11.2 régulation en cascade 
 
Une régulation en cascade permet de minimiser les effets d’une ou plusieurs 
perturbations pouvant agir : 
 

• soit sur la grandeur réglante, 
 

• soit sur une grandeur intermédiaire située en amont de la variable à 
régler. 

 
Ce type de régulation est particulièrement intéressant lorsqu’on a affaire à des 
processus lents. En effet, lorsqu’une perturbation se manifeste, il faut attendre qu’elle 
ait produit son effet en sortie du processus avant de pouvoir mesurer ses effets. La 
correction n’interviendra qu’après, et pour un peu que la perturbation se soit inversée, 
on risque d’obtenir du pompage. 
 
On va donc introduire une boucle interne dont le rôle va être de détecter plus 
rapidement la perturbation et de compenser ses effets (Figure 129). Cela signifie aussi 
que cette boucle interne est plus rapide que la boucle externe. 
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Figure 129- régulation en cascade 
 
 
La régulation en cascade n’est possible que si la grandeur S’ est mesurable. Celle-ci 
peut s’écrire : 
 

( ) ( ) ( )pP
RFC

pE
RFC

FCpS
1212

12

1
1'

1
'

+
+

+
=  

 
La régulation comporte deux régulateurs : 
 

• le régulateur primaire agissant sur l’ensemble (correcteur C1), 
 

• le régulateur secondaire agissant sur la boucle interne (correcteur C2).  
 

Pour que la perturbation n’ait pas d’influence sur S’, il faut que : 
 

• le correcteur C2 comporte impérativement un intégrateur (annulation de 
l’écart statique), 

 

• les pôles de 
RFC 121

1
+

 soient faibles devant ceux de F en effet les 

transitoires sur S’ seront ainsi filtrés par F2. C’est une justification 
supplémentaire au fait que la boucle interne doit être plus rapide que la boucle 
externe. 

 
L’exemple typique d’une régulation en cascade est la régulation de température d’une 
chaudière (fuel ou gaz). Si la pression du combustible diminue, le débit de celui-ci 
diminue automatiquement : on aura intérêt à détecter cette perturbation avant qu’elle 
se répercute sur la température de la chaudière. On gagnera donc un temps précieux 
en asservissant la vanne sur le débit de combustible. 
 
Un autre intérêt de la régulation en cascade vient du fait qu’on peut asservir la 
grandeur intermédiaire S’ sur la grandeur réglante E’. Cette propriété est intéressante 
lorsque le régime transitoire de la boucle principale entraîne la saturation de la 
grandeur réglante E’. On asservit alors S’ sur la valeur de saturation de E’ ce qui 
permet de limiter volontairement S’. Cette technique est utilisée dans les régulations 
de vitesse des moteurs électriques, où l’on limite volontairement la valeur du courant 
dans l’induit. 



 
249
 

 

Figure 130- régulation de vitesse cascade 
 
 
En limitant volontairement le courant I, on limite le couple ce qui permet de travailler à 
couple constant en régime transitoire. 
 

11.3 Régulation de tendance 
Dans une régulation en cascade ou en simple boucle, le régulateur primaire réagit aux 
variations de la grandeur de sortie et non pas directement aux perturbations. Dans ces 
conditions, la réponse aux perturbations peut être très lente. Si les perturbations sont 
mesurables, il est alors possible d'améliorer les performances de système bouclé en 
utilisant une chaîne de tendance. 

 
Figure 131- chaîne de tendance 

 
La perturbation est mesurée par l'élément R. On peut effectuer la transformation de 
schéma suivante : 
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Figure 132- réduction de la Figure 131 

Nous pouvons écrire : 
 

( ) ( ) ( )pP
FCF
F

RFF
pE

FCF
FCF

pS
21

1
21

21

21

1

1

1 +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

=  

 

Si on arrive à réaliser 
1

1
F

R = , alors la sortie est indépendante de la perturbation. On 

constate également que la stabilité n'est pas affectée par cette chaîne de tendance 
puisqu'elle n'intervient pas au dénominateur de la fonction de transfert. 

La condition 
1

1
F

R = n'est, bien sûr, que théorique : en effet, si F1 est un élément de 

fonction de transfert de type ( )pD
k  (D(p) polynôme d'ordre supérieur ou égal à 1), R 

aura une fonction de transfert du type N(p) et ne sera pas réalisable physiquement. 
 
 

On prendra soit R = k, soit 
pT
pTakR

+
+

=
1

1  

 
On reconnaît dans la seconde forme un correcteur dérivée approché, élément qui 
permettra bien d’anticiper la perturbation. Ce type de régulation est surtout employé 
dans les systèmes dont les perturbations constituent la charge du système (régulation 
de niveau, débit d’eau chaude, etc...). 
 

11.3.1 chaîne d’anticipation 
 
Une chaîne d’anticipation permet d’injecter en un point de la chaîne directe un signal 
fonction de la grandeur de consigne. 
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Figure 133- chaîne d'anticipation 
L’expression de la sortie s’écrit : 
 

( ) ( )[ ] ( )pE
FCF

FCFRFRESECFFpS
21

212
12 1+

+
=+−=  

On voit tout de suite que si on fait F2R = 1, alors S(p) = E(p) . La stabilité du système 
n’est pas affectée, mais surtout la sortie est égale rigoureusement à l’entrée. Ici 
encore ce résultat n’est que théorique, car il peut conduire, si R n’est pas une 
constante, à un système non réalisable physiquement. R est donc encore une fois un 
correcteur dérivée approché. 
 
Cette technique est particulièrement intéressante sur les asservissements demandant 
une erreur de traînage la plus faible possible. 
 

11.4 Méthodes expérimentales de synthèse d'un PID 
 
Dans la pratique industrielle, on utilise directement des "régulateurs PID", construits 
par des spécialistes en la matière. Le problème de synthèse du correcteur n'est plus 
alors qu'un problème de réglage des actions proportionnelle, intégrale et dérivée, c'est 
à dire Gr, Ti et Td. Le réglage de ces paramètres est un problème quotidien pour 
l'automaticien : il est alors demandeur de méthodes simples à mettre en œuvre, 
rapides et suffisamment précises. Ce problème a bien sûr débouché sur de 
nombreuses méthodes : 
 

• méthodes empiriques, encore très souvent utilisées dans l’industrie, 
 

• méthodes analytiques, nécessitant l’identification préalable du procédé 
(nous ne les étudierons pas). 

 

11.5 méthodes empiriques 
 

11.5.1 Méthode de Ziegler et Nichols 
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C’est la méthode la plus ancienne (1942). Elle est basée sur l’observation de la 
réponse du processus et la connaissance de la structure du régulateur utilisé. Ziegler 
et Nichols utilisent un modèle très simple de processus : 
 

( )
p

ekpF
pT−

=  

 
Ils ont ensuite cherché, pour ce modèle, les paramètres du correcteur minimisant le 
critère temps multiplié par la valeur absolue de l'erreur. Les essais expérimentaux 
peuvent être de deux types: 
 

• essais en boucle ouverte, 
 

• essais en boucle fermée. 

11.5.1.1 Essais en boucle ouverte 
 
S’il est possible d’ouvrir la boucle, ou règle Gr à 1, Ti à l’∞ et Td à 0 sans débrancher le 
correcteur. On envoie un échelon d’amplitude E0 en entrée et on observe la sortie S 
(Figure 134). 
 
Sur l’enregistrement, on trace la tangente au point d’inflexion. On mesure le retard T et 
le temps τ mis pour atteindre E0. 
 
Les valeurs des paramètres sont donnés sur le tableau. Le PlD proposé est un PID 
mixte. 
 

 
Figure 134- réponse à un échelon 
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11.5.1.2 Essais en boucle fermée 
 
On travaille en boucle fermée dès que le processus possède une intégration, est 
instable en boucle ouverte ou tout simplement lorsqu’on ne peut pas ouvrir la boucle. 
On réalise alors un essai de pompage. Pour cela, on fait Ti = ∞ et Td = 0 et on 
augmente Gr jusqu’à sa valeur critique Grc. On mesure la période des oscillations 
TOSC. 
.



 
254
 

 
régulateur Boucle ouverte Boucle fermée 

P 
T

Gr
τ

=  Gr = 0,5 Grc 

PI 

TT
T

G

i

r

3,3

9,0

=

=
τ

 
Gr = 0,45 Grc 
Ti = 0,83 TOSC 

PID 

TTT
T

G

i

r

5,0T  2

27,1

d ==

=
τ

 
Gr = 0,6 Grc 
Ti = 0,5 TOSC    

Td = 0,125 TOSC 

 
Figure 135- réglages de Ziegler et Nichols 

 
Ziegler et Nichols proposent alors les valeurs de réglage du tableau Figure 135. On 

pourra remarquer que, pour le réglage du PID, 
4

i
d

T
T = , valeur que nous avions 

déterminée dans le 9.4.4.2. 
 

11.6 Méthode de Chien-Hrones-Reswick 
 
Le modèle proposé par Ziegler et Nichols est souvent sommaire pour des processus 
plus élaborés. En particulier, le point de pivot préconisé (ωp) est trop éloigné de la 
droite φ = - 90°, ce qui fait que la constante de temps intégrale est trop petite. Chien-
Hrones-Reswick proposent de travailler avec le modèle de Broïda : 
 

( )
p

ekpF
pT

τ+
=

−

1
 

Les essais s’effectuent en boucle ouverte, mais les auteurs distinguent le cas où le 
système travaille en régulateur (entrée constante) ou en poursuite (entrée variable). 
 
Le tableau de la Figure 136 donne le réglage proposé pour une réponse en boucle 
fermée à amortissement ξ = 0,7 (temps de réponse minimum). 

 
régulateur régulation poursuite 

P Gr = 
T
τ3,0  Gr = 

T
τ3,0  

PI Gr = 
T
τ6,0  

Ti = 4 T 

Gr = 
T
τ35,0  

Ti = 1,2 τ 
PID Gr = 

T
τ95,0  

Ti = 2,4 T  Td = 0,4 T 

Gr = 
T
τ6,0  

Ti = τ  Td = 0,5 T 
 

Figure 136- réglages de Chien-Hrones-Reswick 
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Méthode de pompage 

en boucle fermée 
 

 
Méthode apériodique 

en boucle ouverte 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ziegler-Nichols Ziegler-Nichols Chien-Hrones-Reswick  
régulation ou poursuite régulation ou 

poursuite 
régulation poursuite 

 
 
 

P.I.D 

 
K= 0,6 KOSC 

 
Ti= 0,5 TOSC 

 
Td= 0,125 TOSC 

 

 

K= 1,2 
τ
T  

 
Ti= 2 τ 

 
Td= 0,5 τ 

 

 

K= 0,95 
τ
T  

 
Ti= 2,4 τ 

 
Td= 0,4 τ 

 

 

K= 0,6 
τ
T  

 
Ti= T 

 
Td= 0,5 τ 

 
 
 

P.I 

 
K= 0,45 KOSC 

 
Ti= 0,83 TOSC 

 

 

K= 0,9 
τ
T  

 
Ti= 3,3 τ 

 

 

K= 0,6 
τ
T  

 
Ti= 4 τ 

 

 

K= 0,35 
τ
T  

 
Ti= 1,2 T 

 
 

P 

 
K= 0,5 KOSC 

 

 

K= 
τ
T  

 

 

K= 0,3 
τ
T  

 

K= 0,3 
τ
T  

 
Figure 137- Tableau des valeurs de réglage des paramètres d'un PID 

 
 
 

K processus 
+ 

- 

TOSC 

t 

y 

KOSC 

- 
K=1 processus 

+ 
E 

T 
t 

y 

E 

τ 
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11.7 Réglage après identification du procédé 
 
Afin d'améliorer la précision des méthodes précédentes, on préfère tout d'abord 
identifier le processus. On distinguera deux cas : 
 

11.7.1 Modèle non évolutif 
 

Le modèle retenu est toujours celui de Broïda ( )
p

ekpF
pT

τ+
=

−

1
, mais le choix du 

régulateur va être lié au rapport 
T
τ  : 

 

20>
T
τ  Régulateur tout ou rien (TOR) 

2010 <<
T
τ  Régulateur P 

105 <<
T
τ  Régulateur PI 

52 <<
T
τ  Régulateur PID 

2<
T
τ  Limite du régulateur PID 

Régulateur en cascade ou faire la 
synthèse du correcteur 

Figure 138- modes de régulation pour systèmes non évolutifs 
 
Les paramètres des régulateurs correspondants sont donnés sur le tableau Figure 139 
 
 

action P PI série PI 
parallèle 

PID série PID 
parallèle 

PID mixte 

Gr 

Tk
τ8,0  

Tk
τ8,0  

Tk
τ8,0  

Tk
τ85,0  

T
T

2,1
4,0 ττ +  

T
T

2,1
4,0 ττ +

Ti max τ 
8,0
Tk  τ 

75,0
Tk  τ + 0,4 T 

Td 0 0 0 0,4 τ 
k
τ35,0  

τ
τ

5,2+T
T  

 
Figure 139- paramètres pour systèmes non évolutifs 



 
257
 

 

11.7.2 Modèle évolutif 
L'identification s'effectue impérativement en boucle fermée : on relève le gain critique 
Grc et la période des oscillations de pompage TOSC, le modèle choisi étant le modèle le 
plus simple : 
 

( )
p

ekpF
pT−

=  

Les valeurs de k et T sont données par les relations 
OSC

rc

T
G

k
28,6

=  et 
4

OSCT
T = . 

 
Ici encore, le choix des paramètres du régulateur est lié à la réglabilité du produit kT : 
 
 

KT < 0,05 Régulateur tout ou rien (TOR) 
0,05 < KT < 0,1 Régulateur P 
0,1 < KT < 0,2 Régulateur PI 
0,2 < KT < 0,5 Régulateur PID 

KT > 0,5 Limite du régulateur PID 
Régulateur en cascade ou faire la 

synthèse du correcteur 
 

Figure 140- modes de régulation pour systèmes évolutifs 
 
Le tableau ci-dessous donne les valeurs des paramètres des correcteurs 
correspondants : 
 

action P PI série PI 
parallèle 

PID série PID 
parallèle 

PID mixte 

Gr 

Tk
τ8,0  

Tk
τ8,0  

Tk
τ8,0  

Tk
58,0  

Tk
9,0  

Tk
9,0  

Ti max 5 T 
15,0

2Tk  
4,8 T 

15,0

2Tk  
5,2 T 

Td 0 0 0 0,4 T 
k
35,0  0,4 T 

 
Figure 141- paramètres pour systèmes évolutifs 

 

11.8 conclusion 
 
Le correcteur élabore le signal de commande ur adéquat, envoyé à l’entrée du 
processus, afin que sa sortie satisfasse “au mieux” les objectifs en terme 
d’asservissement ou de régulation. 
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La structure du correcteur est liée à la place qu’il occupe dans la boucle et aux 
performances désirées. 
 
1. La méthode du plan de Black impose que le choix des structures soit fait a 
priori. 
 
2. La méthode du modèle guide le concepteur vers une structure bien définie mais 
peut être irréalisable. 
 
3. Des exigences trop sévères dans le cahier des charges peuvent conduire à des 
commandes ur importantes et à des risques de saturation des actionneurs, entraînant 
une dégradation des performances attendues. 
 
4. Le rejet des perturbations repose sur deux grandes techniques : 
 

• un intégrateur en amont de la perturbation, 
 
• si la perturbation est mesurable, on utilise cette opportunité pour anticiper son 
effet sur la sortie au niveau de la commande ur. 
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12 EXERCICES 
 

EXO 0 
On considère le circuit suivant : 
 

Ve Vs

C

R

 
 

 

1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R et C. Calculer H(p) pour les 

valeurs suivantes : 

R = 3 kΩ  C = 10 μF 

 
On considère le circuit suivant : 
 

Ve Vs

R1

R2

C

 
 



 
260
 

1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R1, R2 et C. Calculer  
 
H(p) pour les valeurs suivantes. 

R1 = 2 kΩ  R2 = 1 kΩ  C = 10 μF 

 
On considère le circuit suivant : 
 

C

R1

R2

Ve Vs

 
 
 
 

1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R1, R2 et C. Calculer H(p) pour les 

valeurs suivantes : 

R1 = 3 kΩ  R2 = 1,5 kΩ  C = 10 μF 

 
On considère le circuit suivant : 
 

Ve Vs

R

C

L, r
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1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R, L, r et C. En déduire la valeur du 

coefficient d'amortissement ξ et la pulsation propre non amortie ωo en fonction de R, r, L et C. Suivant 

les valeurs de ξ donner l'expression de la pseudo pulsation ωp et la pulsation de résonance ωr. 

2° Déterminer H(p) pour R = 0, C = 1 μF, L = 1 H et r = 350 Ω. En déduire la valeur de ξ, ω0, ωp et ωr. 

Mêmes questions pour les valeurs R = 1 kΩ et R = 1,8 kΩ. 

3° Tracer dans le diagramme de Black les trois réponses harmoniques H(jω) théoriques. 

 

EXO 1 

1er question (valeur = 10) 

 

On cherche à modéliser le mouvement de la tige d'une vanne pneumatique par une fonction de transfert 

du type 1/1+Tp. Pour cela on relève expérimentalement la réponse indicielle de la vanne qui est donnée 

ci-dessous. 

1° Déterminer graphiquement la constante de temps du système. 

2° Tracer la réponse harmonique dans le diagramme de Bode. 

 

réponse indicielle d’une vanne 
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2e question (valeur = 10) 

 

Un système physique à pour fonction de transfert H(p) = (p+2)/(p+1)(p2+4p+20). 

1° Décomposer H(p) en éléments simples. 

2° En déduire la réponse impulsionnelle du système. 

 

Nota : 

On donne les transformées suivantes : 

e-at ⎯⎯⎯→ 1/p+a 

e-at sinωt ⎯⎯⎯→ ω/[(p+a)2 +ω2] 

e-at cosωt ⎯⎯⎯→ (p+a)/[(p+a)2 +ω2] 
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EXO 2 

 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

G(p) = 1 / (1 + 2p)2 fonction de transfert d'un processus à réguler. 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

1° Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte T(p). 

2° Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée F(p). 

3° Déterminer l'expression de X(p) en fonction de F(p) et E(p). 

4° On choisit R(p) = K (avec K réel > 0), en déduire F(p). Déterminer la valeur de K pour que la réponse 

impulsionnelle soit du 2e ordre pseudo-périodique d'amortissement ξ = 0,7. En déduire la valeur de la 

pseudo-pulsation ωp. 

5° On choisit K = 1, déterminer l'écart statique x(+∞) à la réponse indicielle à partir de l'expression de 

X(p). 

6° On choisit R(p) = 2 + 1/p. Déterminer F(p), X(p) et en déduire la nouvelle valeur de l'écart statique 

x(+∞) à la réponse indicielle. Donner l'expression de u(t) en fonction de x(t) et en déduire le type de 

régulateur. 

Nota : 

On rappelle la forme générale d'une fonction de transfert du 2e ordre : 

H (p) = K / [1 + (2ξ/ω0)p + p2/ω02] 

Le régime est pseudo-périodique si ξ < 1 et la pseudo-pulsation est égale à ωp = ω0√ 1 - ξ2. 

On rappelle que la transformée de Laplace de l'échelon unitaire est égale à 1/p. 
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EXO 3 
 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

G p
p p

( )
( )

=
+
1

1 5
 fonction de transfert d'un processus à réguler. 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

1° Tracer le lieu de transfert de G(p) dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes { 0, 

0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 2, + ∞ }. 

2° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de 

phase de 50°. 

3° Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée F(p) de l'asservissement en prenant pour R(p) 

la valeur de K précédemment obtenue. 

4° En déduire l'écart statique x(+∞), le coefficient d'amortissement ξ ainsi que la pseudopulsation ωp. 

On donne : 

e(t) = 1 ⊃ 1/p 

Forme canonique du 2e ordre : 2

0 0

1( )
21

F p
ppξ

ω ω

=
⎛ ⎞

+ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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EXO 4 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

( )( )
100G(p)=

1+20p 1 2p+
  fonction de transfert d'un processus à réguler. 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

1° Tracer le lieu de transfert asymptotique de G(p) dans le diagramme de Bode. 

2° Tracer le lieu de transfert dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes : 

ω = { 0, 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2, 5,+ ∞ } rd/s. En déduire la marge de phase dans le cas d'un 

bouclage unitaire sans correcteur et conclure. 

3° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de 

phase de 50°. 

4° Dans ces conditions tracer dans Black le lieu de transfert en boucle fermée à partir du lieu en boucle 

ouverte. En déduire la nature de la fonction de transfert en boucle fermée et déterminer le gain statique, 

le coefficient d'amortissement, la pulsation non amortie du système ainsi que la pulsation de 

résonnance. 

5° Retrouver les résultats du 4° directement par le calcul. 

6° On choisit de mettre un correcteur à avance de phase R p
K T p

T p
( )

( )
( )

=
+
+
1

1
1

2

 en gardant la valeur de 

K trouvée au 3°. Déterminer T1 et T2 de telle sorte que le correcteur introduise une avance de phase 

maximale ϕm = 40° à la pulsation ωm = 0,5 rd/s. 

7° En déduire dans Black un nouveau réglage possible de K de telle sorte que l'on ait de nouveau une 

marge de phase de 50°. Conclure ? 

Nota : 

On rappelle les relations suivantes concernant le correcteur à avance de phase : 
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sinϕm
T T
T T

=
−
+

1 2

1 2

 ; ω ω ωm = 1 2  

 
EXO 5 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

G(p)  =  1
(1+10p)3   fonction de transfert d'un processus à réguler. 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

1° Tracer le lieu de transfert asymptotique et réel de G(p) dans le diagramme de Bode. 

2° Tracer le lieu de transfert dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes : 

ω = { 0, 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 1,+ ∞ } rd/s. 

3° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de Ko et To du pompage limite à la 

réponse indicielle. 

4° On choisit de mettre un régulateur P I D. Justifier le choix du P I D. Déduire du 3° la valeur de K, Ti, 

et Td en appliquant la méthode du pompage limite de Ziegler et Nichol's. 

5° Tracer dans Black le nouveau lieu de transfert corrigé et conclure. 
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EXO 6 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

( )3
1G(p)=

1+20p
  fonction de transfert d'un processus à réguler. 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

1° Tracer le lieu de G(jω) dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes : 

ω = { 0, 0.025, 0.05, 0.1, 0.3, + ∞ } rd/s. 

2° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de 

phase de 50°. 

3° On choisit de mettre un correcteur à avance de phase R p
K T p

T p
( )

( )
( )

=
+
+
1

1
1

2

 en gardant la valeur de 

K trouvée au 3°. Déterminer T1 et T2 de telle sorte que le correcteur introduise une avance de phase 

maximale ϕm = 50° à la pulsation ωm = 0,1 rd/s. Tracer le nouveau lieu corrigé dans Black. 

4° En déduire un nouveau réglage possible de K de telle sorte que l'on ait de nouveau une marge de 

phase de 50°. 

5° Dans ces conditions déterminer l'écart statique à la réponse indicielle. Conclure sur le choix de ce 

correcteur. 

Nota : 

On rappelle les relations suivantes concernant le correcteur à avance de phase : 

 

sinϕm
T T
T T

=
−
+

1 2

1 2

 ; ω ω ωm = 1 2  

On donne la transformée suivante :  1 ⊃ 
1
p2  
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EXO 7 

On désire réaliser un asservissement à retour unitaire à l'aide d'un processus de fonction de transfert 

G(p) et d'un régulateur PID. Le processus G(p) a été identifié par sa réponse indicielle donnée en 

annexe. 

1° Déterminer G(p) en utilisant la méthode de Strejc. 

2° Tracer G(jω) dans le diagramme de Black joint. 

3° En déduire le gain Ko et la période To de pompage limite en boucle fermée. 

4° En déduire les paramètres K, Ti, Td du PID en utilisant le tableau de Ziegler et Nichol's. 

5° Tracer le nouveau lieu corrigé dans Black. 

6° Conclure sur l'influence du retard pur sur un processus et sur la méthode de réglage du PID. 
 

EXO 8 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

G(p) est un processus à commander dont le lieu de transfert est donné par le tableau suivant : 

 

   ω (rd/s)     0    0,1    0,2     0,4    0,6    0,8     1   1,2   + ∞ 

   G (dB)    0    -3,1    -7,3   -13,6   -18,4   -22,4   -26,1   -29,4   - ∞ 

   ϕ (°)     0   -56   -86   -120   -142   -160   -174   -186   -270 

 

1° Le correcteur R(p) est un gain proportionnel K ( K = 0). Déterminer la valeur de K de telle sorte que 

que l'écart permanent à la réponse indicielle soit de 5 %. Pour cette valeur de K l'asservissement 

répond-t-il aux critères de stabilité que l'on rappellera. 
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2° On remplace le correcteur par R(p) = K 1+15p
1+ 60p

, K ayant la valeur du 1°. De quel type de 

correcteur s'agit il, tracer le nouveau lieu corrigé dans Black. Conclure sur la stabilité de 

l'asservissement et sa précision statique. Tracer le lieu de transfert en boucle fermée et en déduire la 

pulsation de résonnance ainsi que la bande passante à - 3dB. 

3° Donner un exemple de réalisation du correcteur précédent en technologie électronique à base 

d'amplis opérationnels en justifiant la réponse. 

4° On remplace le correcteur précédent par un correcteur PID. Déterminer la valeur de K, Ti et Td du 

correcteur par la méthode du pompage limite. En déduire le nouveau lieu corrigé et conclure sur le 

comportement général de l'asservissement. 
 
 

EXO 9 
1re question (valeur = 6) 

Faire le schéma de principe d'un transmetteur pneumatique de pression différentielle en expliquant le 

fonctionnement. Montrer que l'on peut utiliser cet appareil pour mesurer le niveau d'un liquide dans un 

réservoir sous pression variable. 

 

2e question (valeur = 6) 

Un correcteur est régi par l'équation intégro-différentielle suivante : 

 
t

0

dx(t)u(t)=K x(t)+5 +0,05 x(t)dt
dt

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫   

u(t) signal de sortie du correcteur. 

x(t) signal d'entrée du correcteur. 

1° Quel est le type de correcteur et son intérêt. 

2° Tracer dans Bode la réponse harmonique du correcteur pour K = 5. 

3° En déduire une nouvelle valeur de K telle que le correcteur présente un point invariant pour une 

certaine pulsation ω0 que l'on précisera. 

 

 

 



 
270
 

3e question (valeur 8) 

 

Soit le réseau suivant : 

 

e(t) s(t)

R

R

L

C

 

 

Avec R = 1 kΩ, C = 100 μF, L = 1 H 

1° Montrer que la fonction de transfert du réseau peut se mettre sous la forme : 

F(p) = K
1+ Ap + Bp2   en précisant les valeurs de K, A et B. 

2° En déduire le gain statique, la fréquence propre non amortie, et le coefficient d'amortissement du 

réseau. 

3° En déduire que la fonction de transfert précédente est équivalente à deux éléments du 1er ordre en 

série. 
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EXO 10 

1re QUESTION (valeur = 6) 

Soit un processus linéaire défini par la fonction de transfert suivante : 

  F p p p
p p p

f t( )
( )( )

( ).=
+ +

+ + +

2

2

4
1 2 5

  transformée de  

1° Calculer f(0) et f(+∞) à partir de F(p). 

2° Décomposer F(p) en éléments simples et en déduire la réponse impulsionnelle f(t). 

3° En déduire la réponse indicielle s(t), vérifier en calculant directement s(0) et s(+∞) à partir de F(p). 

2e QUESTION (valeur = 14) 

On réalise un asservissement à retour unitaire avec un processus à piloter de fonction de transfert 

G p
p

( )
( )

=
+

2
1 10 3  et un correcteur C(p) = K (K>0). 

1° Faire le schéma fonctionnel de l'asservissement et calculer la fonction de transfert F(p) en boucle 

fermée. 

2° Tracer le lieu de transfert asymptotique G(jω) dans Bode. 

3° Tracer le lieu de transfert G(jω) dans Black pour les pulsations suivantes : 

 ω = {0,0.01,0.05,0.1,0.2,1,+∞} rd/s. 

4° Déterminer K pour que la marge de phase soit de 50°. 

5° En déduire la valeur de l'écart statique à la réponse indicielle. 

On rappelle que :  

  

  2 2 2 2

( sin cos ) ( sin cos )sin( )  , cos( )  , 
ax ax

ax axe a bx b bx e b bx a bxe bx dx e bx dx
a b a b

− +
= =

+ +∫ ∫  

 

1 1 1
2 2 2 2⊃ ⊃

+
⊃

+ +
⊃

+
+ +

− − −

p
e

p
e t

p
e t p

p
t t t ,   ,   ,  α α α

α
β

β
α β

β
α

α β
sin( )

( )
cos( )

( )
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EXO 11 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

( )2
40G(p)=

1+p
  fonction de transfert d'un processus à réguler. 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

1° Tracer le lieu de G(jω) dans le diagramme de Black. 

2° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de 

phase de 50°. 

3° Calculer la fonction de transfert F(p) en boucle fermée en prenant la valeur de K du 2°. 

4° Déterminer la valeur de l'écart statique à la réponse indicielle. 

5° On choisit de mettre un correcteur à avance de phase R p p
p

( ) .
.

=
+
+

1 0 2
1 0 05

. 

 a) Tracer le lieu corrigé R(jω).G(jω) dans Black et en déduire la marge de phase. 

 b) Calculer la nouvelle fonction de transfert F(p) en boucle fermée. 

 c) Déterminer le nouvel écart statique à la réponse indicielle. 

6° Conclure sur le choix de ce correcteur par rapport au précédent. 

Nota : 

On donne la transformée suivante :1 1
⊃

p
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EXO 12 

1re QUESTION (valeur = 6) 

On considère le réseau suivant : 

 

Ve Vs

R1

R2

C1

C2

Ω

Ω

μ

μ

R1 = 100 k

R2 = 200 k

C1 =  10 F

C2 = 50 F

 

 

1° Déterminer la fonction de transfert 
Vs(p)
Ve(p)

 et en déduire la nature de ce correcteur. 

2° Tracer dans Bode la réponse harmonique réelle. 

 

2e QUESTION (valeur = 14) 

 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 
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G(p) est un processus à commander dont le lieu de transfert est donné par le tableau suivant : 

 

   ω (rd/s)     0    0,1    0,2     0,4    0,6    0,8     1   1,2   + ∞ 

   G (dB)    0    -3,1    -7,3   -13,6   -18,4   -22,4   -26,1   -29,4   - ∞ 

   ϕ (°)     0   -56   -86   -120   -142   -160   -174   -186   -270 

 

1° Le correcteur R(p) est un gain proportionnel K ( K > 0 ). Déterminer la valeur de K de telle sorte que 

que l'écart permanent à la réponse indicielle soit de 5 %. Pour cette valeur de K l'asservissement est-il 

suffisamment stable. 

2° On remplace le correcteur précédent par un correcteur PID. 

 - Déterminer les valeurs de K, Ti et Td par la méthode du pivot de telle sorte que la marge de 

phase soit égale à 50°. 

 - Tracer le nouveau lieu corrigé dans Black. 

 - Calculer la traînée dynamique pour une entrée en rampe unitaire. 
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EXO 13 
 
 

1re QUESTION  

 

On cherche à modéliser le mouvement de la tige d'une vanne pneumatique par une fonction de transfert 

du type G p ke
Tp

p

( ) =
+

−τ

1
. Pour cela on relève expérimentalement la réponse indicielle du mouvement de 

la tige qui est donnée ci-dessous : 

 

secondes

0
105 15

%

100

50

 

1° Déterminer G(p). 

2° Tracer la réponse harmonique dans le diagramme de Black. 

3° Déterminer la bande passante à -3 dB en Hz. 

4° Indiquer un moyen d'augmenter la bande passante. 

5°Quel est l'intérêt d'avoir une bande passante plus élevée. 
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2e QUESTION  

 

Un système asservi répond au schéma fonctionnel suivant : 

 

e(t) x(t) u(t) s(t)

S(p)E(p) X(p) U(p)

-

+
G(p)R(p)

 

G(p)  =  1
(1+10p)3  , fonction de transfert d'un processus identifié à réguler . 

R(p) fonction de transfert du régulateur. 

1° Tracer le lieu de transfert asymptotique et réel de G(p) dans le diagramme de Bode. 

2° Tracer le lieu de transfert dans le diagramme de Black. 

3° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de Ko et To du pompage limite à la 

réponse indicielle. 

4° On choisit de mettre un régulateur PID. Justifier le choix du P I D. Déterminer des valeurs possibles 

de K, Ti, et Td en appliquant la méthode du pivot de telle sorte que la marge de phase soit de 45°. 

5° Comparer aux valeurs du PID préconisées par Ziegler et Nichol's. 

6° Tracer dans Black le nouveau lieu de transfert corrigé (méthode du pivot ) et conclure. 
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EXO 14 

Un enregistreur graphique convertit un signal électrique 0-10 Volts en un déplacement d'une plume sur 

un papier en centimètres. On suppose qu'il est assimilable à un système du 1er ordre de gain statique 2 

cm/V et de bande passante (à -3 dB) 1,25 Hz. 

1° Donner la fonction de transfert F(p) de l'enregistreur et tracer son lieu dans Bode (prendre 

5 cm/décade). 

2° On envoie en entrée un échelon de 5 Volts. Dessiner la forme du signal observé sur l'enregistrement 

et déterminer au bout de combien de temps il représente à 5 % prés la valeur du signal d'entrée. 

3° Pour améliorer la qualité de l'enregistrement, on envisage de diviser par 2 le temps trouvé à la 

question précédente. Quelle serait la nouvelle fonction de transfert F'(p) de l'enregistreur. 

4° Pour résoudre techniquement la question précédente on associe à l'enregistreur initial un circuit 

électronique de fonction de transfert C(p). Quelle relation existe t-il entre F(p), F'(p) et C(p). En déduire 

C(p). 

5° Tracer le lieu de transfert de C(p) dans Bode. 

 

On rappelle que :  1 1      ;         1- e   1
p(1+ Tp)

- t
T⊃ ⊃

p
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EXO 15 

1° Expliquer le principe de fonctionnement d'un ampli pneumatique de type buse palette et la nécessité 

d'avoir une contre réaction. 

2° Comment peut-on mesurer le temps d'intégration sur un régulateur PI à l'aide d'un enregistreur 

graphique. 

3° Faire le schéma de principe d'un servomoteur pneumatique asservi et expliquer l'intérêt du 

positionnement de la tige. 
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Programme officiel : Automatique 2e année O1MM 
 

Durée annuelle: 66 heures 
(Automatique: cours théoriques 42 h et travaux pratiques : 24 h) 

 
REFERENCES STCW 

Code STCW, tableau A-III/2 
• faire fonctionner le matériel de commande électrique et électronique. 

 
I - AUTOMATIQUE 
L’ensemble du cours devra s’appuyer sur des exemples de matériels embarqués 
(régulation de vitesse, de température, de position, etc.…) 
 
          - ASSERVISSEMENTS : 
                    - Définitions. 
                    - Éléments constitutifs. 
                    - Cas particulier des chaînes de régulation. 
                    - Diagrammes fonctionnels. 
 
          - SYSTEMES PHYSIQUES LINEAIRES : 
 
                    - Fonction de transfert. 
  - Étude des éléments du 1er ordre, 2eme ordre, extension à l’ordre n. 
  - Groupement en cascade et en parallèle. 
  - Relation entre les fonctions de transfert en boucle ouverte et en boucle 
fermée. 
  - Représentation graphique dans le plan de BLACK. 
 
 - STABILITE : 
 
  - Théorique : 
  - Condition générale de stabilité théorique. 
  - Critère du revers dans le plan de BLACK. 
  - Pratique : 
  - Critères de marge de phase, marge de gain dans le plan de BLACK, de 
facteur de résonance. 
 
 - PRECISION : 
  - Statique. 
  - Dynamique. 
  - Dilemme précision-stabilité. 
 
 - CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS : 
 
  - Différents types de correction : P, PI, PD, PID, correcteur avance-retard. 
  - Etude et description des différents types de régulateurs électroniques. 
  - Régulation : principes et justification des régulations en boucle ouverte, 
boucle fermée, avec actions de tendances, en cascade. 
  - Utilisation de l’abaque de BLACK. 
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  - Application aux chaînes de régulation. 
 
 - IDENTIFICATION DES SYSTEMES : 
 
  - Identification en boucle ouverte, systèmes stables et instables, méthodes 
de STREJC et de BROIDA 
  - Identification en boucle fermée 
 
 - REGULATION : 
  - Choix des boucles de régulation 
  - Méthodes de réglages des régulateurs 
  - Centrage de bande 
 
 - APPLICATIONS SUR SIMULATEUR DE MACHINES : 
 
  - Stabilité 
  - Précision 
  - Identification 
  - Réglage des régulateurs, méthode de l’ultime pompage 
  - Étude des défaillances courantes 
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