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1 Introduction

Le cours d’asservissements linéaires a la réputation d'étre «incompréhensible »,
« trop mathématiques », « trop abstrait », « de ne pas servir a grand chose au final ».
L’environnement industriel du navire a considérablement changé et les tenants du « la
clef plate et la burette y a que ¢ca de vrai et y a pas besoin d’autre chose » se
sentiraient assez mal a l'aise sur un navire moderne dont les postes de commande
sont bourrés d’écrans, de claviers et de souris. Pour illustrer et démontrer mon propos,
qui est de vous convaincre de l'utilité de I'étude de certains domaines tels les
asservissements, je me servirai de deux petits récits.

Le premier est extrait de « 3001 L’'odyssée finale » de Arthur C.Clarke. C’est une
discussion entre le commandant Frank Poole qui vient d’étre « réanimé » apres un
séjour de mille ans dans le vide sidéral et Indra, médecin responsable de son suivi
psychologique.

« Nos descendants, dans un millier d’années, nous considéreront-ils avec la méme
condescendance que nous appliguons a nos ancétres, ces hommes superstitieux,
frappés par la maladie et dont I'espérance de vie était si courte ? ... Et voila, c’est
fini... Adieu, terrible et merveilleux XX® siécle...

Aujourd’hui, dans ces premieres minutes de I'année 3001, nous pouvons répondre
a cette question venue du passé.

Il est certain que les gens de I'année 2001, que vous venez de voir, ne seraient pas
aussi perdus a notre époque que des gens de I'an 1001 a la leur... lls prévoyaient déja
une grande partie de nos réalisations techniques; ils imaginaient déja les villes-
satellites, ainsi que les colonies sur la Lune et sur les planetes. Peut-étre méme
seraient-ils dégus parce que nous ne sommes pas encore immortels et n'avons
envoyé d’engins que sur les étoiles les plus proches...

Brutalement, Indra coupa I'enregistrement.

— Vous commencez a étre fatigué, Frank. Vous verrez la suite plus tard. Mais
jespere que ¢a vous aidera a vous adapter.

— Merci, Indra. J'aurai toute la nuit pour y réfléchir. En tout cas, une chose est
sare.

— Laquelle?

— Je suis reconnaissant de ne pas étre un habitant de I'an 1001 projeté en 2001.

Le saut aurait été trop violent, et je crois qu’aucun homme n’aurait pu s’y adapter. Au
moins je connais I'électricité, et je ne meurs pas de peur quand une image se met a
me patrler.
J'espere, se dit tout de méme Poole, que cette confiance est justifiée. Je ne sais plus
qui a dit un jour qu'a un certain degré d’avancement la technique est
indiscernable de la magie. Serai-je confronté a la magie dans ce monde nouveau ?
Et saurai-je y faire face ? »

La seconde illustration est de mon cru. Imaginez que l'on vous dote d'un petit
équipement de survie, puis que I'on vous parachute au cceur de la forét amazonienne
sans aucune préparation. Combien de temps survivrez vous ? Comment vous
nourrirez-vous, cette eau qui vous semble claire ne contient-elle pas les germes des
plus terribles fievres ? Ces épines qui vous ont griffé, pourquoi est-ce que cela fait si
mal, y a-t-il un suc vénéneux ? Ces bruits inquiétants, des fauves qui vous guettent ?



Vos quelques allumettes sont trempées par I’humidité ambiante, comment allumer un
feu pour éloigner les animaux cette nuit ? En moins d’'une semaine, seul, affamé,
couvert de piglres d’insectes, brdlant de fievre, terrorisé par les moindres
bruissements de la jungle, vous n’étes plus qu’une loque ; un fauve se jette sur vous...
Vous vous éveillez en sursaut dans votre bannette. Ouf, tout cela n’était qu’'un affreux
cauchemar, il est temps revétir votre « bleu », vous allez étre en retard au quart
machine. Au PC machine, le « second mécano » vous demande d’afficher la page
« niveau chaudiere » sur I'écran devant vous. L'informatique, c’est pas votre truc,
gu’est-ce que ca fait avec la Mécanique, n'importe quoi ! Comment m’y retrouver dans
ces menus ? Un coup de main du second mécano bienveillant, vous n’étes qu’un
éleve apres tout, et la dite page s’affiche. Le second mécano : « il faudrait reprendre
les parameétres du P.1.D., quelqu’un a du tripatouiller ¢ca, ¢a tourne plus rond, un petit
coup de Ziegler ou de Takahashi d’apres toi ? ». Livide, vous bredouillez un vague
« faut voir ». L'ceil du second mécano se durcit imperceptiblement « mais qu’est ce
gu’il font dans les hydros, c’est pas vrai ! » pense-t-il. A la fin des explications que
vous suivez laborieusement, retentit: « alarme fréquence alternateur ». Le second
mécano ouvre la page écran correspondante, un pavé clignote en rouge. « Et ca ? Ne
me dis que tu ne sais pas ce que c’est » vous lance le second mécano. Vous regardez
anxieusement. Le titre de la page ne vous dit vraiment rien, pire il vous effraie :
« régulateur de fréquence a retour d'état ». Vous regardez le second mécano d'un air
completement perdu en bredouillant « c’est Startrek ce rafiot ou quoi ? ». Le regard du
second mécano n’est plus bienveillant du tout, sans un mot il vous indique la porte du
PC machine, il vous hurle « interdit aux incompétents ici, s'agit pas de tout bousiller ».
Vous prenez la fuite, c’est presque pire que dans votre cauchemar précédant le quart,
vous trébuchez sur un surbot et vous vous écrasez sur ...votre oreiller.

Votre regard apeuré découvre le décor familier de votre chambre a I'hydro. Deux
cauchemars coup sur coup. 6 heures du matin déja, impossible de se rendormir. Vous
vous habillez précipitamment et sortez. L’air frais du matin vous apaise. Votre esprit
tourne a toute vitesse : « dire qu'il y a des Indiens d’Amazonie qui non seulement
survivent dans cet enfer vert mais qui y vivent et bien en plus. lls chassent, cultivent,
se soignent grace a leur connaissance des plantes. Leur connaissance de leur
environnement, leur adaptation leur permet non pas la simple survie, mais
I'exploitation de ce milieu. Par contre, laché seul sur un navire, je ne donne pas cher
de leur peau ». « Et moi, condamné dans la jungle, mais aussi sur un bateau dans une
moindre mesure. » La connaissance : clef de I'adaptation. Ces cauchemars vous ont
convaincu, pour vous, le monde ne sera pas « magique » !

Lire ce polycopié aprées le cours pour réviser la legcon le soir méme, surtout ne
pas attendre! Faire les exercices, refaire ceux du cours. Faire les exos du
polycop sans regarder la solution, sécher un moment dessus avant de regarder,
si besoin est, la solution sinon vous n’en tirerez aucun profit.



Automatique : science de I'étude et de la conception de machines qui commandent

aux...machines !

Le 19° siecle fut I'époque de la premiére révolution industrielle, on construisit des
machines qui étaient le prolongement et I'amplification des muscles (machines a
vapeur, locomotives, marteaux pilons, ...). Le 20° siécle continue ce mouvement mais
le compléete par la deuxieme révolution industrielle ou des machines (=cerveau)
commandent des machines (=muscle). Par exemple, pilotage automatique d'avions,
de fusées, de métro, de chaines de montage d'automobiles ...

2 Introduction aux asservissements linéaires

2.1 Chaines de commande

2.1.1 Commande manuelle sans amplification de puissance

Commande de la direction

d'un véhicule

Figure 1- commande manuelle

Commande de la barre d'un
voilier

Sur les exemples ci-dessus, toute la puissance fournie a I'entrée se retrouve en sortie.

Il s'agit d'une chaine sans amplification de puissance.

Une telle chaine est réversible, ce qui signifie que la sortie peut influencer I'entrée. Par
exemple, I'éclatement d'un pneu a l'avant produit un effet sur le volant et peut

provoquer la perte de contrdle du veéhicule !
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barre

safran
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2.1.2 Chaine de commande avec amplification de puissance

Considérons maintenant un pétrolier de 300.000 tonnes au lieu d'un voilier. Il est
évident qu'on ne peut plus utiliser de "barre franche". Il est nécessaire de faire appel a
un moteur hydraulique par exemple pour faire se mouvoir I'énorme safran.

Le schéma fonctionnel devient le suivant :

0. Vv U Q 95
— | barre amplificateur Moteur safran
hydraulique

Figure 2- commande de safran d'un pétrolier

Entre la barre et le gouvernail, on observe bien toute la nécessité d’'une amplification
de puissance, car la puissance nécessaire pour tourner la barre est négligeable
devant celle mise en ceuvre pour faire pivoter le gouvernail.

Une chaine de commande munie d’'une amplification de puissance est dite unilatérale
la sortie ne peut en aucun cas influencer I'entrée. La maitrise du systeme est donc
meilleure.

2.1.3 Entrées secondaires

La direction prise par un navire sera fonction de l'angle de barre mais aussi des
courants, de la houle, du vent, etc ... Un four, aussi bien calorifugé soit-il, sera toujours
le siege de fuites thermiques (ponts thermiques, porte, etc ...). Un systéme est donc
perturbé. et de ce fait, a une commande d’entrée ne correspondra pas toujours I'effet
escompté en sortie.

Conclusion: lacommande directe d’un systéme n’est ni précise, ni sdre.
Essayez d'enfiler un fil dans le chas d'une aiguille directement du premier coup !

2.1.4 Nécessité d'un retour

Si les perturbations étaient connues et mesurables, il suffirait alors de modifier la
commande d’entrée en conséquence En fait, c’est rarement le cas et il est difficile
dans ces conditions de compenser les erreurs, les dérives ou les accidents qui
peuvent intervenir a l'intérieur de la chaine directe. On va donc essayer de mesurer
leurs effets directement sur la sortie.



L’idée retenue est celle du modéle humain que nous allons traduire a l'aide de
I'exemple d’'une régulation de niveau.

%} ____________ TR

Vo

Figure 3- Régulation de niveau

L’opérateur assure le maintien du niveau du liquide autour du repére R. Il réalise
ou utilise pour cela plusieurs fonctions:

» fonction mesure : le niveau est mesuré a l'aide d’'un tube transparent monté
en dérivation sur le réservoir;

« fonction transmission de I'information : l'utilisateur visualise la différence ¢
entre le repere R et le niveau dans le tube.

» fonction réflexion : a partir de I'estimation de I'écart ¢, I'opérateur décide
alors de réagir selon le signe et I'amplitude de cet écart;

» fonction réglage : il tourne manuellement la vanne pour régler le débit d’eau
et amener ainsi le niveau de liquide juste en N et sans dépassement.
Ce comportement humain peut se symboliser par le schéma de la figure 4.

Tache a
réaliser ,| réflexion

Effet de

action y
» |'action

A 4

A

observation |4

transmission

Figure 4- comportement humain

On voit bien apparaitre ici la notion de retour que I'on appelle encore boucle ou
feedback.

Nous adoptons exactement le comportement ci-dessus lorsque nous enfilons un fil
dans une aiguille, la main rectifie sa trajectoire suivant I'observation et la réflexion.



2.2 Systeme asservi

2.2.1 Définition

Si on recopie le comportement précédent sur un systeme matériel on obtient le
schéma figure 5.

régulateur

perturbations
Grandeur réglante

Entrée de \Z/ \L \L \L

référence iy Grandeur réglée
__,®7 correcteur »| actionneur »| Pprocessus >
- A

capteur

A

Grandeur mesurée

Figure 5- systéme bouclé

Un systéeme asservi comporte donc, outre la chaine de commande avec amplification
de puissance, une chaine de retour et un outil de comparaison. Observons un a un
'ensemble de ces éléments :

. le processus est soumis aux excitations constituées par I'entrée de référence
et les perturbations. Il y répond par une grandeur qui lui est propre. Cette grandeur
porte le nom de grandeur asservie ou grandeur réglée;

. le capteur donne une image utilisable de la grandeur réglée ; la nature de cette
mesure est le plus souvent électrique. Un capteur doit donner une image fidéle de la
grandeur réglée. Sa sensibilité impose donc les limites de la précision de
I'asservissement.

. le régulateur est composé de deux parties :

- le comparateur qui recoit I'information de référence et la grandeur mesurée
dont il fait la différence ¢ appelée écart ou erreur;

- le correcteur dont le rbéle sera d’éliminer cet écart, quelles que soient les
perturbations, et d’amener le processus a réagir le plus rapidement, quelles que
soient les variations de I'entrée de référence ou les perturbations c’est I'organe
intelligent du systeme asservi.

. I'actionneur recoit du régulateur la grandeur réglante et l'amplifie en
puissance c’est le “muscle” de la chaine qui va piloter I'évolution du processus ( par
exemple: moteur, vérin, vanne, etc ...).



222 Exemples

2.2.2.1 Régulation de vitesse

Dans lindustrie, on a souvent besoin d’entrainer une charge a vitesse constante
malgré les couples résistants qui s’exercent sur elle. C’est aussi le cas d’'un radar dont
la vitesse de balayage doit étre la plus constante possible. On peut alors utiliser le
principe suivant :

+V
Uet | Amplificateur Amplificateur Y
différentiel e | de >
puissance
-V Q
Um

réducteur achymetrique

Figure 6- Régulation de vitesse

La vitesse de consigne est affichée sur un potentiométre dont le curseur fournit une
tension de référence urs. Celle-ci est comparée a la tension up,, image de la vitesse de
rotation de la charge; le capteur est ici une génératrice tachymetrique. La tension
d’écart ¢ attaque l'actionneur de puissance. Les perturbations sont celles qui
interviennent sur la charge (variations du couple résistant au niveau de la charge,
frottements secs, balourd, etc ...).
Le fonctionnement de cette régulation est alors le suivant :

* si QO diminue alors uy, diminue; dans ces conditions &€ = U - Uy augmente. V croit et
donc Q croit également (cas d'une machine a courant continu a excitation
indépendante);

* inversement si Q augmente alors un, en fait autant, donc ¢ et V diminuent et Q décroit;

» l'asservissement est réalisé dés que € = Uyet - Um = O;



2.2.2.2 Reégulation de niveau

Il s’agit ici de réguler la hauteur d’eau h dans un réservoir en fonction de la demande.
Cette demande constitue le débit de fuite Qs (utilisation aléatoire) de l'installation, ce
qui signifie que les perturbations représentent la charge du systéme.

+V
Uref o _ Servo-vanne
Amplificateur Amplificateur
différentiel € de AE
puissance
>
Um
Capteur ‘
de niveauX . Qe
h
Qs
—>

Figure 7- régulation de niveau

La hauteur h est mesuré par un capteur de niveau celle-ci est comparée a la hauteur
de référence affichée sur un potentiometre. L'écart est alors amplifié afin de piloter la

servo-vanne. Donc :

. Si h décroit alors uny, en fait de méme. € augmente et la vanne s’ouvre le
niveau h remonte.

* inversement, si h augmente alors ¢ diminue; la vanne se ferme et donc h
se stabilise si Qs est nul ou bien diminue.
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2.3 Classification des systémes asservis

2.3.1 Classification selon le type de I’entrée de référence

Dans tout systeme asservi. la grandeur de sortie doit recopier le mieux possible la
grandeur d’entrée. On distingue cependant deux modes de fonctionnement selon les
conditions d'utilisation :

. un asservissement a une entrée de référence qui évolue ou qui suit une
grandeur physique indépendante du processus lui-méme (radar de poursuite.
asservissement de position. etc...). Cette évolution de I'entrée fait évoluer le point de
fonctionnement du processus et la sortie doit suivre le mieux possible cette évolution
en dépit des perturbations. On dit encore que le systéme fonctionne en suiveur ou en
poursuite.

. une régulation a une entrée de référence constante ou évoluant par paliers.
Cette entrée est aussi appelée consigne (régulation de température par exemple). La
sortie doit rester constante quelles que soient les perturbations.

Ces distinctions ne sont pas absolues, car il faut bien voir qu’'un asservissement
fonctionne en régulateur lorsqu’il répond aux perturbations et gu’inversement, le
régulateur fonctionne en asservissement lorsqu’on modifie sa consigne. Toutefois, les
industriels considérent que I'aspect régulation est le plus important car les valeurs de
consigne sont le plus souvent fixes.

Enfin, on démontre que si le comportement en asservissement est correct alors le
comportement en régulation I'est aussi.

2.3.2 Classification selon le type de régulateur

On distingue trois grandes classes de régulateur :

. un régulateur peut étre analogique il est réalisé avec des composants
analogiques (essentiellement des amplificateurs opérationnels) et son signal de sortie
évolue de maniére continue dans le temps. On obtient alors un systeme asservi
linéaire continu.

. le régulateur peut également étre numérique : il est réalisé a l'aide d'un
systéme programmable (microprocesseur par exemple) et son signal de sortie est
alors le résultat d'un algorithme de calcul. On obtient alors un systeme asservi
linéaire échantillonné.

. on trouve également les régulateurs T.O.R. (Tout ou Rien). La grandeur
réglante ne peut prendre que deux valeurs et I'actionneur de puissance ne dispose
alors que de deux états de fonctionnement il est « ouvert » ou « fermé ». Le suivi de
consigne est dans ces conditions beaucoup moins fin qu'avec les deux systemes
précédents, mais il peut étre suffisant si 'on ne désire pas une grande précision (par
exemple le thermostat qui met en route ou arréte le chauffage dans un appartement).
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Il a aussi 'avantage d’étre moins onéreux. Ce mode de fonctionnement ne sera pas
étudié ici.

2.3.3 Méthodologie d’étude des systemes asservis

Pour concevoir un systeme asservi, on pourra opérer de la maniére suivante :

1) Modéliser le systéme

Dans la majorité des cas, on cherchera a modéliser le comportement expérimental de
la chaine directe (actionneur, processus et capteur), car la modélisation directe n’est
jamais évidente, surtout lorsque le systeme existe déja. Nous consacrerons tout un
chapitre a l'identification des processus.

2) Choisir le type de commande

Le choix de la commande (continue ou échantillonnée) intervient sur les choix
matériels, en particulier lorsque le processus existe déja et qu’'on désire améliorer son
comportement en boucle fermée.

3) Synthétiser le correcteur

Les problemes ne sont pas les mémes selon qu’on travaille en mode continu ou en
mode échantillonné : asservissements linéaires continus = 2° année, asservissements
linéaires échantillonnés = 3° année.

4) Essais
Les résultats expérimentaux consacreront ou pas les choix précédents. Rien ne dit
gue ces choix aient été les bons, et il faudra peut-étre les revoir :

e dans un moindre mal, ce ne sera qu’une question de réglage,

e au pire. il faudra revoir le modele utilisé d’ou I'importance d’une bonne maitrise des
techniques qui seront exposées dans les chapitres suivants.

Notons qu’il existe aujourd’hui un certain nombre de logiciels qui permettent d’aider le
technicien dans sa recherche du « meilleur systéme ». Cela va du logiciel
d’identification au logiciel de conception du régulateur. Il est évident qu’'une bonne
utilisation de ces outils passent par une parfaite maitrise des techniques exposées
dans les chapitres suivants mais aussi et surtout par une parfaite connaissance du
processus physique : c’est tout I'art du réglage.
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3 Signaux et systémes

Un signal représente I'aspect mesurable de la variation d’'une grandeur physique. La
notion de signal est d’ailleurs ancienne (signaux lumineux, signaux de fumée, etc...) et
ces exemples nous montrent simplement qu’un signal nous prévient plus ou moins
complétement d’'un événement.

Un signal est donc porteur d’information(s).

Un capteur traduit la variation d'une grandeur physique en un signal

. thermomeétre pour la température,

. barometre pour la pression atmosphérique, (ou pressostat, I'équivalent TOR),
. hygromeétre pour 'humidité,

. etc...

Un signal est donc lié au temps car il traduit la variation de la grandeur physique en
fonction du temps. En physique on ne s’intéresse qu'au temps t > 0 alors qu’en
mathématiques, on peut définir des temps t € |- oo;+o0]

Un signal défini pour t > 0 et nul pour t < 0 est appelé signal causal.

Enfin, un signal peut étre aléatoire ou certain (déterministe) selon que le hasard
intervient ou non dans sa génération.

En automatique, on ne s'intéressera qu’aux signaux certains et causaux.

3.1 Description d’'un signal par une fonction

Un signal, puisqu’il est porteur d’informations et qu’il dépend du temps peut donc étre
représenté par une fonction. Suivant la fagon dont on va utiliser le temps et 'amplitude
du signal, celui-ci pourra se présenter sous plusieurs formes.

3.1.1 Signal analogique

Un signal est analogique s’il prend ses valeurs dans un ensemble continu.
%

.~ _

t

Figure 8- signal analogique causal
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Le signal de tension a la sortie de la dynamo tachymétrique de la Figure 6 est une
fonction V telle qu’a toute valeur de t corresponde une valeur T(t) :

t— T(t)

La variable temps t est une variable réelle continue, T(t) est un nombre réel. Un signal
analogique est souvent appelé signal continu.

3.1.2 Signal échantillonné

Observons périodiqguement la température d'un malade et portons celle-ci sur un
graphique. Si celle-ci est prise toutes les heures, alors T( 1), T(2), T(3),... sont des
nombres qui mesurent cette température.

T

Figure 9- signal échantillonné

Le temps est en fait représenté par des instants, c'est a dire des valeurs
discrétes ty, t, et si ces instants sont régulierement espacés (tx = kA avec ke N'),
alors a tout k correspondra une valeur T(kA) :

k — T(kA)

Un signal échantillonné est encore appelé signal a temps discret.
3.1.3 Signal numérique

Le passage du signal analogigue au signal numérique s’effectue en deux temps :
on échantillonne le signal analogique (on discrétise I’échelle des temps);
on discrétise ensuite I'échelle des valeurs du signal, c’est a dire que cette échelle
est divisée en intervalles auxquels on attribue une valeur numérique: c’est la notion de
guantification.

L’exemple le plus courant est celui des signaux délivrés par un convertisseur
analogique-numérique (voir cours d'électronique) et traités ensuite par un ordinateur.
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La courbe obtenue en joignant les points du signal numérique est appelée signal
analogique reconstruit. Mais rien ne dit que celui-ci suive réellement le signal
analogique initial. Il faut en avoir conscience et savoir estimer cette différence.

Les signaux échantillonnés et numériques font I'objet du cours de 3° année.

3.1.4 Signaux tests

Les signhaux que nous allons étudier maintenant sont importants. En effet, en fonction
des réponses des systémes physiques a ces signaux, on peut modéliser ces
systémes. On appelle ces signaux "signaux-tests”.

3.1.4.1 Rampe unité r(t)

Définition :
{Osi t< 0(causalité)
r(t)=1"
tsit>0

La pente de la droite exprime la vitesse de variation de la grandeur r. C'est pour cela
qgu'on appelle souvent la rampe unitaire échelon de vitesse.

|
Figure 10- rampe unité

3.1.42 Echelon unité u(t) ou fonction de Heaviside

Définition :

0sit< 0(causalité)
ult)=1,

1sit >0

u(t) est donc la dérivée (discontinue a l'origine) de r(t). Elle n'est pas définie a l'origine
(t=0) ce que I'on transcrit par u(0) = 0 et u(0*) = 1.

u

Figure 11- échelon unité
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La représentation réelle de ce signal est I'application d'une tension a un circuit par
I'intermédiaire d'un inverseur K.
K

1v CD Of;

Figure 12- génération d'un échelon d'amplitude 1V

L'interrupteur n'étant pas parfait, il existe un court instant A durant lequel la tension u
n'a aucune valeur définie : elle subit une discontinuité.

3.1.4.3 Impulsion unité §(t) ou distribution du Dirac
Afin d'introduire intuitivement cette fonction, revenons a la fonction précédente qui est
discontinue pendant A et linéarisons la de cette maniere :

Us(1)

Figure 13- linéarisation de la discontinuité de I'échelon unité

Dérivons la fonction uy(t) :

du

—L =0pourt<0ett>A
dt

du; 1
—="pourte [0,A
= Jo.4]

On obtient donc une impulsion 81(t) de largeur A et d'amplitude %.
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Ua(t)

31(t)
1/A

A

Figure 14- dérivée de uy(t)

Cette impulsion a une aire égale a 1 quelque soit A. En effet :
A

+00 1
:[oé‘l(t)dt =£th =1 VA
Si on fait tendre A vers 0, la largeur de cette impulsion tend vers 0 alors que son
amplitude tend vers l'infini. A la limite, l'intégrale de cette fonction devrait étre nulle, or
elle ne I'est pas puisque le calcul effectué donne 1.

d(t) n'est pas une fonction, mais une distribution.

La distribution de Dirac (souvent improprement appelé impulsion de Dirac) est
qualifiée d'unitaire non pas a cause de son amplitude (qui tend vers l'infini!), mais
parce que son aire (son poids) est égale a 1.

Une impulsion bréve (choc : coup de marteau par exemple, éclair lumineux de flash
photographique, impulsion radar) peut étre approchée du point de vue de ses effets
par une distribution de Dirac.

Propriétés : | £(1)3(r)di= £ (0) et [ £(1)5(t-T)dt = £(T)
)y AT

y = (remarques : ceci permet de dériver des
t

fonctions non continues.

3.1.4.4 Signal harmonique ou sinusoidal

Le signal harmonique est trées employé en électronique et en automatique car il permet
de déterminer la réponse en fréquence d'un systeme (réponse harmonique). Le signal
harmonique a un caractére non causal, car déceler une avance ou un retard de phase
Ao ne signifie rien a priori (on a = Ag a 2kx pres).
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3.1.5 Signaux d’entrée - Sighaux de sortie

Tout systeme a besoin d'un certain nombre d’informations pour fonctionner, aussi
simple soit-il. 1l peut s’agir de l'information de mise en route (interrupteur), de la
consigne de température (thermostat), etc... Inversement, par le biais d’un capteur, le
processus indique sont état (un four indique sa température interne, un moteur sa
vitesse ou son couple, une chaudiére sa pression, son niveau d'eau, sa température,
o).

Un systeme peut aussi étre sensible & des événements extérieurs indépendants des
informations qu’on lui a fournies. Prenons I'exemple d'une chaudiére fournissant de la
vapeur a un appareil propulsif de navire, aussi bien calorifugée soit-elle, il existe au
niveau de l'enceinte des fuites thermiques (défauts d’isolation, ponts thermiques,
etc...) d’autant plus importantes que la différence de température entre l'intérieur et
I'extérieur est grande. Les variations d'allure du navire sont aléatoires vis a vis de la
chaudiére, il est évident qu'une augmentation de vitesse entrainera une admission
plus importante de vapeur dans la turbine et donc dans un premier temps une chute
de température et de pression dans la chaudiére.

Ces fuites, ces variations de vitesse constituent des perturbations qui ont un
caractere aléatoire.

Dans ces conditions, tout systéeme sera caractérisé par deux sortes de signaux
a) signaux d’entrée

Ce sont des grandeurs indépendantes du systeme mais qui agissent sur son état en
tant que causes. On trouvera:

. les signaux de commande qui permettent d’agir sur le systeme et de le piloter
vers un but spécifié,
. les signaux de perturbations subis par le systeme. Généralement, on ne

pourra pas agir sur celles-ci car leur mode d’action sera difficile a identifier.

b) signaux de sortie

Ce sont les effets des grandeurs d’entrée que I'on peut observer généralement au
moyen de capteurs.

Un systeme est dit monovariable s'il ne dispose que d’'une entrée de commande et
d’'une sortie. Il est dit multivariable dans tous les autres cas. On ne s’intéressera dans
la suite de ce cours qu'aux systémes monovariables.

Tout systéme monovariable peut étre représenté par son schéma fonctionnel.

Grandeur syste Grandeur de
) ystéme
d'entrée — > — sortie
perturbations

Figure 15- schéma fonctionnel d’un systeme monovariable
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3.1.6 Systemes monovariables

Les systémes monovariables qui seront étudiés dans ce cours d’Automatique seront
toujours causaux c’est a dire non anticipatifs. En particulier, si I'entrée est nulle pour
t < 0, alors la sortie I'est aussi ou a la rigueur constante (un four, bien que non
commandé, est toujours a température ambiante).

3.1.6.1 systeme instantané ou statique

Définition : Un systéeme statique est un systéme dont la réponse a une excitation est
instantanée.

Par exemple, une résistance pure R est un systeme statique car le courant qui la
traverse suit la tension appliquée a ses bornes. Entrée et sortie sont liées par une

relation simple : u

i=u/R

Figure 16- systéme statique

La relation mathématique qui lie entrée et sortie, u = Ri, est indépendante du temps.
On dit encore qu’un systéme statique n’a pas de mémoire.

3.1.6.2 Systeme dynamique ou a mémoire

Définition : Un systeme dynamique est un systeme dont la réponse a une excitation
dépend a la fois de celle-ci et de ce qui s’est passé avant.

Considérons le circuit intégrateur ci-dessous :

— ]

R e intégrateur

7777

Figure 17- circuit intégrateur
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Ou eZRC%-i-u. La relation liant u et e est cette fois plus complexe puisque u

dépend de e mais aussi d'elle-méme (dérivée %). C’est la caractéristique d’un
t

systéme dynamique ou encore a mémoire. Comme nous le verrons par la suite,
beaucoup de systémes sont dynamiques (moteur, thermometre, four, etc...).

3.1.6.3 Systéme continu - Systeme échantillonné

Un systeme est dit continu si tous les signaux d’entrée, intermédiaires et de sortie
observables sont des fonctions continues du temps. Ainsi une équation différentielle,
telle que celle vue au paragraphe précédent, décrit un systéme dynamique continu.

Inversement, si en un endroit au moins de la chaine des éléments le constituant, le
signal n’est transmis qu'a des instants discrets privilégiés, le systeme sera dit
échantillonné. Celui-ci est alors observable aux moments d’échantillonnage. Les
équations récurrentes, comme celles qui suivent, caractérisent des systemes
échantillonnés :

. s(k)= a.e(k) pour un systeme instantané,

. s(k) + a.s(k - 1) = b.e(k) pour un systeme dynamique.
Les systémes échantillonnés font I'objet du cours d'automatique de 3° année.

3.1.6.4 Systeme invariant

Un systeme est dit invariant si ses caractéristiques sont indépendantes du temps. En
d’autres termes, un systeme invariant est un systeme qui ‘'ne vieillit pas’. C'est
toujours le cas en premiere approximation, mais en fait, ca ne I'est jamais. Un
composant électronique, par exemple, voit ses caractéristiques se modifier avec le
temps. Une fusée dont la masse évolue rapidement au cours du vol est un exemple de
systéme non invariant.

3.1.6.5 Systeme linéaire
Définition : Un systéme lin€aire obéit au principe de superposition défini par les
propriétés d’additivité et d’homogénéité.

. additivité : Si les entrées eq(t), ex(t),..., en(t) entrainent respectivement les
réponses Sq(t), Sa(t),...,Sn(t) alors I'entrée es(t)+ex(t)+...+eq(t) entraine la réponse
S1()+S,(t)+. ..+Sq(t)

. homogénéité : Si I'entrée e(t) est multipliée par un facteur k constant, alors la

sortie s(t) est multipliée par ce méme facteur. On dit qu'il y a proportionnalité de I'effet
a la cause.
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Cette définition peut étre étendue a des termes intégraux ou dériveés, donc aux
systémes dynamiques :

Un systeme dynamique linéaire est un systéme qui peut étre décrit par une
équation différentielle a coefficients constants.

3.1.6.6 Non linéarité des systemes physiques

En réalité, les systemes physiques réels ne sont pas continus (du point de vue
microscopique), pas invariants (les composants vieillissent) et pas linéaires. Les non
linéarités rencontrées couramment sont données ci-dessous :

s s
e e
courbure saturation
(loi d'Ohm a forte température) (amplificateurs opérationnels)
s s
AN
e e
seull hystérésis
(dents d'engrenage avec du jeux) (circuit magnétique)

Figure 18- non linéarités courantes

3.1.7 Linéarisation d’un systéme

Considérons la commande d’'un moteur a courant continu a excitation indépendante
par un amplificateur et examinons la caractéristique vitesse-tension de commande.
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D

Figure 19- commande d’'un moteur a courant continu.

Quand e < eg le moteur ne tourne pas car le couple de frottement est trop important.
Passé le seuil eg, le couple électromagnétique est suffisant pour vaincre les
frottements, le moteur démarre et sa vitesse croit linéairement avec e.

Lorsque e > es, 'amplificateur se sature donc la vitesse n’augmente plus linéairement.
La caractéristique obtenue n’est pas linéaire.

Mathématiquement, I'étude d’'un tel systéme est difficile sauf si on travaille sur une
zone linéaire. Pour cela, on va choisir un point de fonctionnement M (ou point de
repos) situé le plus souvent au milieu de la partie linéaire de la caractéristique et nous
allons travailler autour de ce point, ce qui revient & faire un changement d’origine.

o) Q

Figure 20- point de fonctionnement et changement d'origine

Onpose ®w=Q-Quetu=e-ey.llestalors possible détudier les variations o de la
vitesse en fonction des variations u de I'entrée. La caractéristique o = f (u) est une
droite passant par le point de fonctionnement M. Sa pente est appelée gain statique
du systéme linéaire. C’est aussi la pente de la tangente en M a la caractéristique
réelle Q = f(e).

Dans ces conditions, hormis les systémes présentant des non linéarités essentielles

(plus ou moins par exemple), tous les systémes usuels sont linéarisables autour de
leur point de fonctionnement.
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3.2 Outils mathématiques nécessaires

Tous les systemes que nous étudierons dans ce cours seront donc considérés comme
causaux, linéaires et invariants. La plupart seront dynamiques, donc pourront étre
décrits par une équation différentielle. L'excitation de ces systemes s’effectuera grace
aux signaux-tests décrits au paragraphe 2.1. Les systemes vont déformer ces signaux
et I'obtention des signaux de sortie demandera systématiquement la résolution de
I'équation différentielle, résolution facile pour les équations du premier ordre, plus
compliquée lorsque l'ordre s’éleve. Trois méthodes simples permettent d’obtenir trés
rapidement les solutions : elles font toutes les trois appel a la représentation
fréquentielle des signaux. Ce sont

e Latransformation cissoidale C qui est réservée aux signaux sinusoidaux et
qui se rapproche de la représentation de Fresnel.

» La transformation de Laplace L qui inclue les signaux quelconques et qui
s’appligue aux systemes linéaires continus.

* La transformation en Z, parente de la transformation de Laplace, mais qui
convient mieux aux systémes linéaires échantillonnés (programme de 3°
année).

3.2.1 Transformée cissoidale

Cet outils est trés connu de tous les habitués des calculs sur les courants alternatifs a
I'aide des nombres complexes.
Définition : Soit x(¢)= X, sin(wt + @)une fonction sinusoidale du temps. On appelle

transformée cissoidale de x(t) le nombre complexe X tel que :

£=C[x(t)]=XM~ej‘” avec —T<Q<T

Xwm, module du nombre complexe est bien sir I'amplitude maximum de x(t), alors que
I'argument ¢ est la phase a l'origine de x(t).
Exemples :

v(t)=220 2 sin(a) t+%)—>K=220 J2 e

i(¢)=20cos(wt) > [=20-¢2
Propriétés
Linéarité : si x(t) et y(t) sont des fonctions sinusoidales du temps, alors :

Cla[x(¢)]} = a C[x(¢)] avec a = constante

Clax(t)+by(t)]= aC[x(¢)]+ bC[y(t)] a et b = constantes
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Transformée cissoidale de la dérivée :

Soit x(t)= X, sin(w? + @) une fonction sinusoidale du temps. Alors :

%:XMa)COS(a)t+(/>)=XMa)Sin(a)t+(p+%j

i o+ .
dont la transformée est X = X, -a)-e( 2) =jwX, e’ donc:

REEE
dt

Transformée cissoidale de l'intégrale :
De la méme maniéere que ci-dessus :

[x dt =5 cos(w t+¢)=—ﬁsin(w [+
w w

NN

d'ou :

CUx dt}:j%

Théoréeme du retard :
Opourt<0

X Sin(@¢)pour t > 0
Xo(t) est la fonction x,(t) retardée d'un temps T.

Soit les fonctions causales x,(¢)= {

X1
X1(t-T)

j—)zz—ﬁej(m
w

Va

2

)

Figure 21- fonction retardée
Ecrivons les transformées respectives de x;(t) et de Xa(t) :

X, =X,

~donc|X, = X,e”’"|, un retard est un déphasage pur.
X, =X, e’ —= =
2 = M

—J

Xy

[0

et xo(t) = x1(t - T) ou

e

Jo _

X

jo

La transformée cissoidale permet d'entrer dans un monde ou les opérations de
dérivations et d'intégration deviennent des opérations purement algébriques, c'est a
dire respectivement multiplication par jo et division par jo. Mais ceci ne vaut que pour
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des fonctions sinusoidales, la transformation de Laplace permet d'étendre un tel
mécanisme a n'importe quelle fonction.

Application :
Considérons le circuit RC vu précédemment :
— 1
R ——
e _ u
C
/777

Si e(t) = E sin(ot), on peut obtenir rapidement la tension instantanée aux bornes du
condensateur. La transformée cissoidale de I'équation différentielle s'écrie :

et)=Ri(t)+u(t)etu(t)= %jidrd'oﬂi(z)z C% en remplagant i(t), il vient :

Rcﬂw(t):e(t) —> RGjw Q+Q=E=>Q=.L
dt 1+ jRCw

L'amplitude maximum de la tension aux bornes du condensateur est donc

U o :L. Cette tension est déphasée de ¢ = —arctan(RCw)par rapport a la
V1+ R*C*w?

tension e(t).

3.22 Transformée de Laplace
C'est l'outil par excellence des asservissements linéaires continus.

Définition : Soit f(t) une fonction du temps, définie pour t>0 et nulle pour t<0. Soit p
une variable complexe. On appelle transformée de Laplace de f(t), la fonction de la
variable complexe notée F(p) telle que :

Flp) =l (0)]= [ (e)a

0

L'existence de F(p) suppose bien entendue que lintégrale converge. Cette
transformation est bijective; f(t) est dite transformée inverse ou originale de F(p) :

f(t) = £*[F(p)]
exemple : calcul de la transformée de f(t) = ™

0

F(p) = J‘efple*aldt :'Te(pm)tdt __
0 0

1 [e*(pHJ)t;C: 1
p+a p+a
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Le tableau ci-dessous donne les transformées de Laplace couramment utilisées en
automatique :

f(t) pour t>0 F(p)
3(t) 1
1 1
V4
t 1
pZ
tn—l i
(n-1)! p"
e 1
pta
t. e 1
(p+a)
cos(mt) V%
sin(wt) @
e “.cos(mt) p+a
(p+a) +w?
e .sin(ot) ®
(p+a) +o?
A.e ™ .cos(ot+®d) ap+p
avec (p+a) +o’
A= %\/aza)z +(f-aa)
® = —arctan 2 —9%
ow

3.22.1 Propriétés
Linéarité
Si f(t) et g(t) ont des transformées de Laplace, alors :
Ea f(e)]= a F(p)
Ela f(e)+bg()]=a F(p)+bG(p)

Application : recherche de l'originale (cf le film "la cité des enfants perdus")
Nous considérerons le cas ou F(p) est une fraction rationnelle dont le degré du
numérateur est inférieur ou égal a celui du dénominateur.
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Méthode générale : on recherche les zéros z, (racines du numérateur) et les pdles pn
(racines du dénominateur) de maniére a écrire F(p) sous la forme :

On décompose ensuite la fraction en éléments simples :
A B
+
P—bh P—P

F(p)=

ou A et B sont des constantes. On obtient alors des expressions simples dont on peut
trouver les originaux grace au tableau ci-dessus. On peut alors exprimer l'originale f(t).

n
Cas ou les poéles sont simples : le dénominateur s'ecrit sous la forme H(p—p,.)“
i=1

avec o = 1.
Exemple : Soit F(p)zzp—Jrl dont on désire trouver l'originale. On cherche les
p° +5p+6
poles de F(p), soit p1=-2 et p, =- 3 etdonc F(p)= _ptl
(p+2)(p+3)

F(p) se décompose en :

p+1 A B

+2)(p+3 +2+ +3
(p+2)(p+3) p+2 p

pour obtenir A, on multiplie les 2 membres de I'équation par (p+2), puis on faitp = - 2
pour obtenir B, on multiplie les 2 membres de I'équation par (p+3), puis on faitp =- 3

On obtient A = - 1 et B = 2 d'ot F(p)= -1 +
p+2 p+3

en se reportant a la table des

transformées, il vient :
flt)=—e™ +2¢7™
Cas ou les péles sont multiples : Le dénominateur s'écrit sous la forme

ﬁ(p —p.)" (p-p,) avec a = 1. On écrit alors F(p) sous la forme :

i=1

F(p): 4 —+ B — ..t G + H + ! +...
(p-p) (p-p1) (p-p) pP-p, P-ps

p+1

Exemple : trouver l'originale de F(p)=———
p(p+2)

F(p) se décompose sous la forme F(p)= =
(v) p(p+2 p (p+2) p+2

Pour obtenir A, on multiplie par p et on fait p = 0,
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Pour obtenir B, on multiplie par (p+2)? et on faitp = - 2,
Pour obtenir C, on multiplie par p+2 et on fait p —oo.
On obtient: A=0,25,B=0,5,C=-0,25

025 05 02
P (pr2f p+2

Donc F(p)= — f(t)=0,25+0,5¢e* —0,25¢ 7

Cas ou les pbles sont réels et complexes :

k i
Le dénominateur s'écrit sous la forme : [ (p+ pl.)H(:H— a,p+ bjpz).

i=1 j=1
Les trindbmes du second degré admettant deux racines complexes conjuguées, la
méthode consiste a les écrire ainsi : (p + a)*> + ©°. La décomposition de F(p) donnera

+

alors un terme en ap—z’gz.
(p+a) +o

Exemple : soit a trouver l'originale de F(p): f+1 F(p) se décompose en
pip +p+ Zi

p+1 Bp+C

pip +p+2i p ip +p+2i

pour obtenir A, on multiplie par p et on fait p = 0,

pour obtenir B, on multiplie par p et on fait p —» o,

pour obtenir ¢, on on peut prendre une valeur particulierede p:icip=-1
On obtient A=0,5,B=-0,5, C =0,5, par suite :

1 p+1 1 -p+1 051
0,5 — =05 —+ — f(¢)=0,5[1+151e " cos(1,32¢ + 48°6
Flp)= L) p? +p+2} L? (p+0,5)2+1,75} 1) [ ¢ ( )]

3.2.2.2 Transformée de Laplace de la dérivée
Intégrons F(p) par partie. On a d(uv) = u dv + v du. Posons dv = e® et u = f(t). Il vient

" 1
dans ces conditions v=—-—¢” et du = f'(t). Donc :
p

F(P)=]zudV=[uv]°O°—Tvduz[__e—pt } _%e_pt

0 0

Admettant que f(t) posséde une limite finie lorsque t— o (ce qui est toujours le cas
avec les signaux utilisés en automatique), on a :

"mmmle_}"f() 0 et lim, 1 P’f(t)zm
p p p

dou: Fp j—%e “r0= 1 07)e el )

E{%}pF(P)—f(O*)
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On montre de la méme maniere que :

g{dzf

dt’

}=P2F(p)—pf(0)—f'(0)

par récurrence :

£Mﬂ:”"“’<p>-p“f<0>—p”-2f~<o>—...—f<n-1>(o)

Les /" (0)représentent les conditions initiales.

3.2.2.3 Transformée de Laplace de l'intégrale

Soit g(r)= If(x)dx. Calculons G(p) en fonction de F(p) :
0

g'(t) = f(t) donc £[g] = £[f(t)] = F(p)
g[g'] =p G(p) - 9(0)
'ou :

e[| rarl= ()= F(p)+ 50)

3.2.2.4 Théorémes

Théoreme du retard : soit une fonction f(t), nulle pour t < 0 et admettant une
transformée le Laplace. Retardons cette fonction d'untemps T. Sit< T,

alors f(t - T) = 0. On a par définition F(p)= Ie”” £(¢)dt . Multiplions les deux membres
0
de cette équation par e :

e F(p)= Ie”” e’ f(t)dt :Ie”’(”T) f(¢)at
0 0
Effectuons le changement de variable u =t + T, donc du = dt, il vient :

e’ F(p)= Ie_p” f(u—T)du =J.e_p” flu—T)du

T 0
La borne basse de l'intégrale est égale a T aprés changement de variable, mais peut
se transformer en 0 puisque f(t - T) est nulle pour 0 <t < T. Ainsi :

Ef(t-T)]=e " F(p)
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application : calculer la transformée de Laplace du signal périodique suivant :
f

E

aT T 2T 3T AT 5T
Ce signal est composé d'impulsions retardées les unes par rapport aux autres de T.

L'impulsion élémentaire fi(t) de largeur aT commencant a t = 0 est elle-méme
l'association de deux signaux : f,(t)=Exu(t)— Exu(t—aT) ou u(t) est la fonction

échelon unité. Ainsi : Fl(p):E(l—e“’T”).
pP

D'autre part, on peut écrire que :
&)= f1()+ £,0)+ £, () .= £,()+ £,(e =T)+ fo(e —2T)+ £,(t = 3T) +...

La transformée de Laplace étant linéaire, on a de méme :

F(p)=FE(p)+F(p)+F (p)+.=F(p)[lre " +e™ +e .. ]= ﬂ(frz - };((11__6@_:))

1-

1
Onrappelle que : — =1+x+x*+x*+x" +..+x" +...
—X

Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale :
Ces théoremes sont un corollaire de la propriété :

0

jf'(z)e-f”dz =-7(0")+pF(p)

0

Théoréme de la valeur initiale : si p— +oo, alors l'intégrale du premier membre tend
vers 0 & cause de e™. Donc :

£(07)=tim ., pF(p)

Théoreme de la valeur finale : sip — 0, on a alors :

['e]

[fi()ear —>Tf'(t)dt =lim, , jf'(t)dt =lim,_,,, 1 (¢)- £ (0")

0

lim,_,, f(c)=1im o pF(p)
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3.2.3 Exercices sur les transformées de Laplace :
Transformées de Laplace :

_p+l

Trouver l'original de F(p): >» F(p) se décompose sous la forme :
p(p+2)

p+l  _a b

_— + PR pour obtenir a, on multiplie par p etonfaitp =0
plp+2f p (p+2P p+2° ' ’
pour obtenir b, on multiplie par (p+2)? et on fait p = - 2 ; enfin, pour obtenir c, on
multiplie par p+2 et on fait tendre p vers l'infini.

s 0,25 0,5 0,25 o Y
Dou: Flp)= + - = f(t)=0,25+0,5 -0,25
(=025 05028 ) -ozs-0se -oase
Trouver l'original de F(p)= p+l
pip2 +p+2i
p+1 a bp+c

5 =—+7 pour obtenir a, on multiplie par p eton faitp =0
pip +p+2i p \p"+p+2

pour obtenir b, on multiplie par p et on fait p — o ; pour obtenir ¢, on peut prendre une
valeur particuliere de p (p = -1).
On obtienta=0,5;b=-0,5;etc=0,5

Réponse : f(t)=05 (1+151e " cos(1,32¢ +48°6))
Signaux :

Exprimer les signaux suivants en fonction des signaux tests, déterminer leur
transformée de Laplace :

x1 X2

A T T+A

WA = AU - Aug-T); x1(p)- A=)

x2() = Aut—T) —ut—T-A)]; X2(p) = X1(p).e ™
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X3

4a

3a

2a

A 2A  3A  4A
- a
3= t—kA);, X3(p)=
= a Sule k) X3(p)=
x4
A H
t
A
A A _ 41 )
x4(t)=Xr(t)—Zr(t—A) ; X4(p)=X'?(l—e Ap)
Soit le signal analogique :
S
10
12 20
X
10
-5
Représenter le signal m défini par : m(t) = J.s(x)dx pour t =0, 10, 12, +oo

—0
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100

60

10

10

. o . : : . : . dN
La vitesse d’'un moteur doit suivre I'évolution ci-dessous, dessiner puis exprimer Y
t

150

dN/dt

1500

10 40 45

-300

‘;—]Z =150u(t)-150u(z —10) - 300u(s — 40)+300u( - 45)

N(p)z 15—20(1—91017 — 277 4 2e’45") ; N’(p) = p N(p)
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Soit le circuit RC :
R =3kQ

Ve ———  C=10pF Vs

At =0, on applique un échelon de tension de E=10 V.

Le condensateur étant initialement déchargé, déterminer Vg(t) par la méthode des
transformée de Laplace, méme question avec un condensateur initialement chargé a
+3V.

La solution de ce probléeme simple est connue, mais nous allons utiliser les
transformées de Laplace pour le résoudre afin dillustrer leur emploie dans la
résolution des équations différentielles.

L’équation de maille donne : Ve = R.i + V.

. dv
Pour un condensateur, onai=C ds .
t

dv,
dt
Ecrivons la transformée de Laplace de cette expression en supposant que le
condensateur est initialement déchargé at = 0.

RC.p.Vs(p) + Vs(p) = Ve(p).

On aurait pu aboutir directement a I'expression précédente en associant aux éléments
du circuit leur impédance symbolique (ou opérationnelle, ou généralisée) :

ﬁ:R1£:Cip’é:Lp

On en tire : RC

+v, =v,.

Ici, Ve(p) = E/p, on trouve :

v (p)= E _E 1 _E |RC__RC | .1 1
TP+ RGp) T RC p(wlj RC| p LT L
RC RC RC

La table des transformées de Laplace page 26 permet de repasser dans le domaine
des fonctions du temps :

v, (l‘) = E(l— eRCJ =10(1_e_30~1o3 ]

Les valeurs de vg(t) pour t = 0 et pour t — o peuvent étre aisément déterminées par
les méthodes classiques. Pour t = 0, nous utiliserons le théoreme de la valeur initiale :

vs(0)= |impVS(p)T>0.

Pour t — o0, nous appliguerons le théoréme de la valeur finale :
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Pour le cas ou le condensateur est chargé ent=0,0n a:
RC(pV,(p)=v,(0)+¥,(p)=V.(p)

dotr: ¥, (p)=—— JRCv(0) 11 1 | v(0)
p(l+RCp) 1+ RCp p 1

: ‘
+— v
PTrc) P Re

t

D'ou v, (l‘) = E(l—eRC]+VS (O).éE :10(1_e30»103}+3_630-103

3.3 modélisation des systemes dynamiques linéaires continus

Pour connaitre le comportement d’un systeme dynamique afin d’en effectuer ensuite
la commande et le réglage, il est important de connaitre les relations qui existent entre
les grandeurs d’entrée et les grandeurs de sortie.

L’ensemble de ces relations constitue le modéle mathématique du systeme. On peut
distinguer deux sortes de modele :

. le modele de connaissance : c’est le modéle du physicien qui est obtenu en
écrivant toutes les équations différentielles qui régissent le fonctionnement du
systéme. C’est donc le modele idéal, mais, le plus souvent, tres difficile a obtenir. Par
contre, tous les parametres physiques y apparaissent explicitement.

. le modele de commande : c’est le modéle de I'ingénieur automaticien qui n’est,
en fait, qu’'un modele approché plus simple, mais suffisant pour donner une bonne
idée du comportement dynamique du systéme.

Tres souvent, lorsqu’on ne saura pas écrire les équations différentielles, on cherchera
un modele de commande a l'issue d’'une étude expérimentale.

3.3.1 comportement d’'un systéme dynamique

On représente classiquement le comportement d’'un systeme dynamique linéaire
continu monovariable par une équation différentielle a coefficients constants :

n i 2 3 m
nd S+...+aid—ﬁy+...+a1§+aos:b0e+blﬁ+b2d—f+b3d—f+...+bmd ° (1)
dt" dt’ dt dt dt dt dt"

a

La réalisation physique impose d’avoir m < n; n s’appelle ordre du systéme. La
solution générale d’'une équation différentielle est obtenue en faisant la somme :

. de la solution générale s;(t) de I'équation sans second membre (ESSM)
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. et d’'une solution particuliere s(t) de I'équation avec second membre (EASM)

ce qui se traduit par s(t) = si(t) + sz(t). Cest bien l'application du théoreme de
superposition.

3.3.2 solution del'e.s.s.m

La solution de I'E.S.S.M. correspond au régime libre, c’est-a-dire au régime pris par le
systéme abandonné a lui-méme. Pour trouver cette solution, on calcule les racines de

I'équation caractéristique : a " +a, " +...+ar+a, =0 (2)
Pourquoi cela ??? Voici quelques éléements de réponse :

Théoréme de Schwartz : la solution de I'équation :

d"s d's ds
a,——+..+a,—+.+ta—+a;s=0
dt dt dt

conditions initiales s(0") = $(07) =5(0") =...= 0, mais s" ™ (0") = b,

est identique a celle de :

d"s d's ds
a,—+..ta—+..+ta—+a,s =04
dt dt dt

conditions nullear=0"

avec o(t) distribution de Dirac

Autrement dit, le régime forcé par une impulsion de poids b,, d’un systeme partant du
repos, est le méme que le régime libre du systeme partant d’'un jeu de conditions
initiales (0,0,0, ... ,b,) a l'instant 0*. Cela signifie, par exemple, qu'un pendule partant
du repos (en t = 0°) auquel on communique un choc bref et un pendule ayant une
vitesse initiale b, au point bas en t = 0" (pendule laché) auront exactement le méme

mouvement pour t > 0.
Ainsi, en prenant la transformée de Laplace de

anﬂ+...+aid—l$+...+al§+ao s=b,0 avec b=1

dt" dt' dt
On obtient anp"S(p)+...+aipiS(p)+...+a1pS(p)+aoS(p):1
Soit: §(p)= L

a,p" +an_1p”’l+...+al.p" +..+a,p+a,
Afin d’obtenir s(t), il faut prendre I'inverse de la transformée de Laplace de S(p). D’ou

la nécessité de réduire S(p) en éléments simples. Et d’ou I'apparition de I'équation
caractéristique ou p est remplacé par r.
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Comme les g, sont réels, les racines r ne peuvent étre que réelles ou complexes
conjuguées. En écrivant (2) sous la forme :

a,, . a a
a|r"+—"2r" 2+ 2 =0
a a a

n n n

et en appelant rila i racine, (2) peut encore s’écrire :
n

a, [[(r-r)=0
i=1

La solution de 'lESSM s'écrit alors  s,(¢)= K, -e* + K, -e” +..+ K, -¢" ol les K; sont
les constantes d’intégration.

. Siriest réelle, alors le terme K, -e" est laissé tel quel.

. Si rj est complexe, alors il existe une autre racine ri,; complexe conjuguée de r;,
car le produit (r-r;)(r-ri+1) doit redonner un trinbme a coefficients réels. Si I'on pose :

ri:bi"'jwi
ri+1:bi_jwi

Ces deux racines correspondent dans la solution s;(t) a
K, -elriod g elbmio Koot (cosw, t+ jsinw, 1)+ K, e - (cosw, t — jsinw, 1)

=e '[(Ki +Ki+1)'cosa)it+ j(Ki -k,

t+l)'Sina)it] (3)

Or s;(t) est une grandeur physique, donc une grandeur réelle, auquel cas le terme (3)
ne peut étre que réel. De ce fait, j(K; - Ki+1) est réel, ce qui impose que K; - Ki:1 soit
complexe pur.

Les constantes K; et Ki;1sont impérativement elles-mémes complexes conjuguées. Le
terme (3) s’écrit alors

;ti =K, +K,,

] Aetu eR
M= J(Ki - Ki+1)

"' [ -cosw,t + u;sinw. t] avec {

ou encore e’ M, -cos(w,t + D)

k /
et dans ces conditions : |s,(t) = ZKZ. e +ZMJ. e -cos(a)jt+ CDj) aveck +2l=n
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Conséguences :

. Si les racines r; sont réelles uniquement, on a un régime libre apériodique.
De plus, si les racines r; sont réelles négatives, ce régime libre s’éteint au bout d’'un

certain temps car ¢ —0 si t—>o. Inversement si r; est positif le systeme est
instable.

Sl Sl

instable stable

>0 <0

Figure 22- régime apériodique

. Si les racines rysont complexes uniquement, on a un régime oscillatoire. Si,
de plus, la partie réelle de la racine complexe est négative, ce régime oscillatoire
disparait.

Sl Sl

Figure 23- régime oscillatoire

3.3.2.1 solution particuliere de I'E. A. S. M.

La solution particuliere de I'équation (1) donne le régime forcé . Elle est obtenue en
appliguant des régles qui dépendent bien sir du second membre :

. si e(t) est un polynéme, alors s,(t) est aussi un polynéme de méme degré
que e(t);

. Si e(t) est une exponentielle, alors s,(t) est aussi exponentielle;

. si e(t) est une fonction sinusoidale, alors s,(t) est encore sinusoidale.

Le régime forcé a donc la méme forme que I'excitation.
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3.3.2.2 conclusion

La résolution de I'’équation différentielle met en évidence la superposition d’'un régime
libre indépendant de I'entrée et d'un régime forcé de méme forme que l'entrée. Le
régime libre peut disparaitre avec le temps; le régime forcé seul subsiste. Il faut pour
cela que les racines de I’équation caractéristique soient a partie réelle négative.
Dans le cas contraire, la sortie du systeme prend des valeurs évoluant tres rapidement
vers des valeurs tres élevées, incompatibles avec un bon fonctionnement matériel,
mais surtout rendant le systeme incontrélable.

Le régime libre, encore appelé régime transitoire, caractérise le comportement
dynamique du systeme. Le régime forcé ou régime permanent traduit son
comportement statique (cf Figure 24).

S1

0 Régime transitoire * Régime permanent

Figure 24- réponse d'un systéme stable a un échelon

3.3.3 Fonction de transfert

Il est toujours compliqué de résoudre une équation différentielle d'un ordre
guelconqgue. La transformée de Laplace va nous aider dans ce travalil.

Définition : On considere le systeme au repos ou alors en régime permanent établi
depuis suffisamment longtemps toutes les dérivées sont donc nulles a I'instant t = t.
La transformée de Laplace de (1) s’écrit alors :

a, p"-S(p)+..+a,-p-S(p)+ay,-S(p)=b,-E(p)+b,-p-E(p)+..+b,-p" - E(p)
d'ou

S(p) _bu P" +byy "+t by p b
E(p) a,-p"+a,, p" +..+a,-p+a,

H(p)=m est appelée fonction de transfert ou transmittance du systeme.
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La fonction de transfert est I'expression qui relie les variations, vis a vis d’'un régime
initial ou point de fonctionnement, du signal de sortie par rapport au signal d’entrée.
Dans un schéma fonctionnel, un systeme sera représenté par sa fonction de transfert.

E(p) H(p) S(p)

Figure 25- schéma fonctionnel d'un systéme

3.3.3.1 Fonction de transfert d'une machine a courant continu

Afin d'illustrer cette notion de fonction de transfert, nous allons modéliser le
comportement d'une machine a courant continu a excitation indépendante accouplée
a une charge.

3.3.3.1.1 Machine a courant continu sans charge
Ecrivons les équations régissant le fonctionnement :

p = nombre de paires de pbles

2a = nombre de voies d'enroulement de I'induit
f.é.m.: E ==nN @ ou<n =nombrede brins actifs

N = vitesse de rotation en tr/s

@ = flux utile par pble en Wb

N:E(Qen rd/s):E:EnECD en posant k=2
27 a 2

= C" (k dépend de la machine
/4 27 - a

considérée), il vient :

couple électromagnétique :
I'induit est modélisé de la maniére suivante en régime permanent (pas d'effet de la
part de l'inductance) :

E = kdQ

Figure 26- induit d'une machine a courant continu
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a

dI dl
Onadmm:V;:RJ;+k®Q+Lad“:;KJa:Rﬂf+k®QIf+gld“1
t t

L dl : , :
En régime permanent, I, est constant et donc L, dt“ =0, linductance n'intervient pas

\ A3

|:| U=R,la
Va
A
E = koQ

Figure 27- induit d'une machine a courant continu en régime permanent

Or, P,=Val, est la puissance absorbée par 'induit et Ral.” est la puissance dissipée par
effet Joule dans l'induit.

Donc la puissance électriqgue susceptible d'étre transformée en puissance mécanique
est : Pe = Vala - Rala® = Elg, on I'appelle puissance électromagnétique. C'est elle qui
donne naissance au couple électromagnétique suivant la formule :

pP=ca=c, =t B KUy g
QO o 0

Le couple utile est bien entendu inférieur a cet idéal étant donné I'existence de couple
de frottements (secs : paliers et fluides : ventilateur claveté sur I'arbre moteur) et de
pertes fer (hystérésis et courants de Foucault) croissant avec la vitesse et le flux
magnétique. Cependant, en fonctionnant a flux constant, les pertes ne sont plus
fonction que de la vitesse, pour les machines importantes, on peut les négliger en
premiere approximation. On posera :

C

utile

~C,=k-®-I,

3.3.3.1.2 Procédés de commande d'une machine cc

Ces moteurs sont trés utilisés dans le domaine des asservissements. lls assurent en
particulier des démarrages et des arréts fréquents. On trouve principalement deux
types de commande :

e Commande a flux constant par la tension d'induit variable.

¢ Commande a courant d'induit constant par le flux d'induit variable.

Ces deux types de commandes ne donnent pas la méme fonction de transfert.
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3.3.3.1.2.1 Commande par la variation de la tension d'induit :

On regle le flux a sa valeur maximale, l'intensité absorbée par l'induit pour un couple
résistant donné est donc minimum, en effet :

Cc,-C
Ia — e r
k- q)max
Les deux équations fondamentales s'écrivent :
E=k_ -Q
{C Zax ; avec kpy =kx®,__ =C*
e = max ’ a

Prenons la transformée de Laplace : (on ne considére plus le seul régime I, = C*)

E(p)= ke - Qp)
C(P)= ke - 1,(p)
V,(p)=(R,+L,p)-1,(p)+E(p)

d'ou I'expression du couple de la machine :

2

C.(p)= Loy ()t oy

"R ALp "R +Lp

Cette relation montre qu'une machine cc commandée par tension d'induit variable est

équivalente & une machine idéale produisant le couple Ce(p)Zﬁ V.(p)

a + ap
indépendant de la vitesse de rotation de la machine et d'un défaut (frottement fluide)
stabilisant la vitesse (terme négatif)

Ce
Co
VaS
Va2
Val
0 Qo Q

Figure 28- caractéristigues mécanique du pilotage par tension d'induit
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Le schéma fonctionnel du moteur CC piloté par induit est alors le suivant :

+

k
Va(p) @ e | S Culp)
R, +L,p

knax |« Q(p)

Figure 29- schéma fonctionnel de la machine cc pilotée par tension d'induit
3.3.3.1.2.2 Commande par variation du flux inducteur

Le courant d’induit est maintenu constant. Le flux va donc varier puisqu’il est
proportionnel au courant inducteur. Toutefois on remarque que pour des valeurs fortes
de ce courant on sature la machine. On a deux solutions :

on travaille a faible courant ce qui limite I'utilisation

on utilise des circuits magnétiques de forte section ce qui permet de reculer plus loin
le coude de saturation mais augmente la taille des moteurs.

)

saturation

\e

Iexcitation
0

Figure 30- flux inducteur

Dans la zone linéaire, la courbe est une droite de pente tg6b. on peut donc écrire :

D =1g0-1,
dou :
C, =k, I, =k, I,tg0-1,=k,, -1, aveck,,6 =k, I, tgd=C"

max ~ a max ~ a
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Le

Figure 31- modéle de I'inducteur d'une machine cc

L'équation de maille de l'inducteur donne :

dl : ;
V,=R,-1,+1L,- d; ou bien en transformée de Laplace :

V.(p)=(R, +L,p)L.(p)
pour le couple, on a:
C.(p)=k,y1.(p)
d'ou

C.(p) =~y (p)

R, +L,p

Les caractéristiques mécaniques sont désormais les suivantes :

Ce

Figure 32- caractéristigues meécaniques du pilotage par courant inducteur
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Le schéma fonctionnel se réduit a :

kind
R, +L,p

Ve(p)

—_— Ce(p)

Figure 33- schéma fonctionnel de la machine cc pilotée par courant inducteur

La caractéristique mécanique ne comporte pas de frottement fluides. Il sera donc
nécessaire de stabiliser la vitesse sinon la machine risque de s'emballer. Ce type de
commande est peu utilisé en automatique.

3.3.3.1.3 Machine cc accouplée a une charge

Un réducteur de vitesse, permettant de réduire la vitesse de rotation et d'augmenter le
couple au niveau de la charge, est généralement placé entre le moteur et la charge.

rotor

‘]r! fl’ Ql
4I n = rapport de réduction

n J = moment d'inertie
'JCh! fch

f = coefficient de frottement fluide (visqueux)
Q,

réducteur charge

Figure 34- moteur cc avec charge

R Q . .
On a n:R—Z:Q—l avec R le nombre de dents d'un pignon. Si on suppose les
1 2
frottements et les jeux nuls dans le réducteur, alors toute la puissance mécanique
instantanée appliquée a l'arbre d'entrée du réducteur se retrouve dur l'arbre de sortie,
donc :

Cl'Ql :Cz 'Qz

C; est le couple du moteur C,, C, est le couple disponible sur I'arbre de sortie pour
entrainer la charge. Le couple moteur C. doit équilibrer I'ensemble des couples
résistants, d'ou :

Ce _zcréSiStanl - JC;_? avec zcrésistant = f'Q-f-CV

f.Q = frottements fluides et C, = frottements secs
f est le coefficient de frottements fluides de I'ensemble moteur + charge,
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J est le moment d'inertie de I'ensemble moteur + charge.
Afin d'obtenir J et f, on raméne d'abord la charge sur I'arbre moteur.

Q
Cwl ’ Ql = C2 ’ QZ = Ccharge = Cchramené — = n: Cchramené

QZ

dQ dQ 1 dQ

orC,=J,—2+f, -Q. et 2 _ = 4

ch ch dt fch 2 dt n dt

N J Q J Q
dlou n- Cchramené = _Chh—i_&gl = Cchramené = _Czhb+f_02th
' n dt n n dt n

Comme dans le cas du transformateur, pour faire passer des "impédances" du
primaire au secondaire, ou réciproquement, on multiplie ou on divise celles-ci par le
rapport de transformation élevé au carre.

en remplacant dans C, —ZCrémam = JC;—?, il vient :
dQ, J, dQ
C- 10 -L20,-¢ =g, Sy S
n dt n° dt
donc
J, ) dQ /.
C,-C.=|J +~2 | —L4| f,+-2|-Q
e r ( r nz ] dt (f; I’l2 j 1
. Jch fch H .
enposant: J, =|J, +—5 |etf, =| f, +=5 |, onobtient:
n n

Ql(p) _ 1
C.(p)-C.(p) p-J,+f,

La charge apparait donc comme la boite ci-dessous dans un schéma fonctionnel :

+

Ce(p) @ L > ap)
- /I\ p ) Jeq + f eq
Ci(p)

Figure 35- schéma fonctionnel de I'ensemble mécanique rotor + charge
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Si on utilise un pilotage par réglage de la tension d'induit, la Figure 29- schéma
fonctionnel de la machine cc pilotée par tension d'induit vient s'inclure dans celle ci-
dessus :

Ci(p)

+

Cold) + 1 Q(p)
Va(p) @ e
Ra+L‘1p p"]eq—i_feq

kmax

Figure 36- schéma fonctionnel du moteur cc piloté par tension d'induit avec
charge

Piloté par tension d'induit, le moteur possede une contre-réaction interne. Il ne
risque pas I'emballement.

3.3.3.2 Modéle de connaissance :

L'élaboration du schéma fonctionnel ci-dessus s'est effectuée a partir des équations
physiques du systeme. On obtient donc le modele de connaissance.

Pour obtenir la fonction de transfert de I'ensemble, on va supposer C; = 0. A partir du
schéma de la Figure 36- schéma fonctionnel du moteur cc piloté par tension d'induit
avec charge, on peut écrire :

kmax kzmax
C.(p)= R+Lp Va (P)—m Q(p)

et enfin ;

Q(p) kmax

Va (p) kzmax +(Ra +Lap)(feq +Jeqp)

3.3.3.3 Forme canonique d'une fonction de transfert

La fonction de transfert d'un systeme n'est utilisable que si on fait apparaitre les
racines des polynémes qui la composent.

bl bm m
boibptosb b T P P
F(p): 0 1 m :_O 0 0

n
a,+a,p+..+a,p" a,

n

a a
1+ Lp+..+""p
g g
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Soit :

m

(1+ T,.p)
=l avecn=k + 2l

K k i
[T+, p[TC+a,p+b,p)

J=L J=1

F(p)=

b L . . )
K =2 est appelé gain statique du systéme. Ce n'est pas forcément un nombre sans
ay
dimension. Les 1 et 1; sont les constantes de temps du systeme. Une constante de
temps rend compte de la dynamique du systeme, plus celle-ci est faible, plus le
systeme est rapide a réagir. Les termes du second ordre sont a laisser tels quels au
cas ou ils ne sont pas décomposables.

3.3.3.4 modeéle de commande

L’écriture du modéle de connaissance est aisée sur des systémes simples que I'on
connait bien. Elle l'est beaucoup moins sur des systemes compliqués. Sur un
processus déja existant, de structure complexe et mal connue, elle devient impossible
et I'ingénieur automaticien ne s’y risque pas. Comment alors trouver une loi s = f(e) qui
rende compte le mieux possible du comportement dynamique d’un systeme ?

Ce probleme ne peut étre résolu que par des essais expérimentaux et a partir de
connaissances a priori (catalogue de réponses types par exemple). C'est ce que I'on
appelle identification d’un processus. Un chapitre(10) sera nécessaire pour aborder
ce probléme, mais il est possible d’approcher intuitivement cette phase.

En effet, nous avons défini dans le chapitre 3.1.4 un certain nombre de signaux -tests.

L'expérimentation s’effectuera a l'aide de ces signaux. Les réponses seront
comparees a des réponses types et on aura une bonne idée du modéle du processus.

On va trouver deux formes d'essais expérimentaux qui conduiront d'ailleurs aux
mémes résultats

 les essais harmoniques,

* les essais temporels.

3.3.3.4.1 essais harmoniques

Si on applique un signal sinusoidal a un systeme linéaire, on sait (cf définition) que la
réponse est sinusoidale. On montre également qu’une fois les transitoires éteints,
c’est-a-dire, une fois le régime permanent atteint, la sortie est sinusoidale, de méme
pulsation que le signal d’entrée, mais d’amplitude et de phase différentes.
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Supposons e(t)= Ey sin ot et s(t) = Sy sin(ot +¢). Appliquons la transformée
cissoidale a ces deux grandeurs. Il vient:

e(t) > Ev et s(t) > Sy.e*

Rappelons que I'opération de dérivation correspond a une multiplication par jo et
appliguons cette procédure a I'équation générale d’'un systeme linéaire. Il vient :

a,-(jo) S, e +..+a, - jo-S, - +a,-S, e =by-E, +b - jo-E, +..+b, -(jo)" -E,

soit ;

S, -e” [an (jo)’ +...+a1-ja)-+a0}:EM- by +b, - jo+..+b, (]a))m}

S
— OM_ 5o

E, ay+a,- jo+..+a,-(jo)

o by-+b, - jo+..+b,-(jo)" _H(jo)

On retrouve la fonction de transfert dans laquelle on a fait p = jo. On appelle lieu de

. : . S .
transfert la représentation de F en fonction de o telle que F(ja)):—M-e”’. Les

M
électroniciens I'appellent réponse en fréquence ou diagramme de Bode.

3.3.4 Représentation graphique du lieu de transfert

Trois représentations du lieu de transfert sont principalement utilisées, et nous nous
intéresserons particulierement a la troisiéme :

3.3.4.1 Représentation de Bode :

On trace G, :20IogQF(jw)1) et ® =arg(F(jw)) en fonction de ® dans un plan semi
logarithmique.
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, fonction de
10 j

@+ ja))(1+ J@

BEode Diagrams

Voici par exemple le diagramme de Bode de : F(jo)=

transfert dont nous reparlerons au chapitre 7.1.6.

I P Ep— T7-C I e Ep—— |y
I e T - [---~"====1====71°~ =1
r--~-~Aaa====r-=-=-=¥~=-=-7 r--- i B . =1
r-—--4--------4¥---19  r--- === =-===% == -4
b oo oo Lo __ AN U D e
1 1 1 1 1
r—-—-—=—-—Aa-=-=-=-1--45- t=-=--17 === —4=-=-==1-=-=-=-t ==
1 1 1 1 1
F== =A== ===y = = === k== I R -
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
F === = = = = == === k== e R S i
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
e T e I S [ ) - [ B ——
Fr——---- -=l-=-=-=-%-=-=-1 F=-=-- === -+t -=---
r—=—-=-°2- =T=-===rvr=-=-=-°1 [[-=-- e B e e
r=—-=-°7- =T=-===rvr=-=-=-°1 [[-=-- b i =TTr=-==1
-—=—=—AA4-=-=-l-=-=-=-%+=-=-=-1 F=-=-- b Bl b -=t-=-=---
e | e I [y R —
[} 1 1 1 1
r-—---4---- -=-=-=-%=-=-=-49  F=-=-- === — - ===
1 1 1 1
F===H= === I e mbk === == - - - - - +-=-=-H
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
- A el ==k === k== i I E R +-=-=-H
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
—_— e B N 1 S ey g [ B ——
r— -d4=-=-=-=-I-=-=-=-%+=-=-=-1  r=-—="-#H-=-=-=|-=--- ===
= I B e N I i e Bl T===1
= STATTTTImTTTTTTTTT b e e
r— -—HA=-=-==l-=-=-=-%+-=--1 === =l-===%+ ===
e I e S ) Y
1 1 1 1 1 1
r— -—HA=-=-=-=-I-=-=-=-%+=-=-=-41  Fr=-7- === =l-===%+ ===
1 1 1 1 1 1
F - e R R L R R T I e R R i
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
F - e IR R LR R R N I B e R R i
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 !
= - = = [ = = = =
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3.3.4.2 Représentation de Nyquist

On trace F(ja;)dans le plan complexe. Le lieu est gradué en o sinon il n‘a aucune

valeur. A tout w; correspond :

O—M:‘F(]wzx Im
(Di = arg(F(ja)i ))

Q]

Figure 37- représentation de Nyquist

3.3.4.3 Représentation de Black

Elle est tres importante, en effet elle seule figure au programme !

En fait c’'est la représentation de Bode mais transcrite dans un seul plan, le plan
(Ggs, @), @ étant portée en abscisse et Ggg en ordonnée. La encore, le lieu doit étre
gradué en o et orienté, sinon il n’a aucune valeur.

G

(Q1

2

®3

Figure 38- représentation de Black
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3.3.5 essais temporels

Le paragraphe 3.3.2.2 a mis en évidence que tout systéeme linéaire répond a une
excitation par un régime transitoire et un régime permanent. Alors que les essais
harmoniques ne font pas apparaitre le régime transitoire, il n’en est pas de méme pour
les essais temporels : impulsion, échelon et rampe. Chacun d'eux va mettre en
évidence un certain nombre de parametres.

3.3.5.1.1 réponse impulsionnelle

L’impulsion permettra de connaitre la stabilité du systéme :
Si nous donnons une impulsion a la bille celle-ci reviendra au bout d'un moment a sa
position d’équilibre. Son déplacement dans le temps peut étre décrit comme l'indique

la Figure 39.
impulsion
X O«

Figure 39- essai impulsionnel sur une bille

AWa AR
O | impulsion \/ \/ :

Figure 40- réponse impulsionnelle d'un systéme stable

Si I'évolution du systéme ne s’effectue pas de cette maniére, c’est que celui-ci est
naturellement instable.

3.3.5.1.2 Réponse en vitesse

Elle permet de savoir si le systeme suit bien une entrée évolutive.

X X

entrée entrée

0 _ t 0 R . t
Systéme suiveur Systéme ne suivant pas

Figure 41- réponses possibles en vitesse
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3.3.5.1.3 Réponse indicielle

C'est l'essai le plus intéressant pour l'automaticien et sans doute le plus facile a
réaliser (ouverture ou fermeture d'un interrupteur, d'une vanne,...). En observant la
sortie, on a tout de suite une bonne idée du comportement dynamique du systeme.

La réponse d'un systéme a un échelon unité s'appelle réponse indicielle ou unitaire.

e
el

[
e0

Sf

AS
SO

Figure 42- réponse indicielle

. . , ) . . AS
Dans un premier temps, il est facile d'évaluer le gain statique : |G =—

3.3.5.1.4 Formes fondamentales des réponses indicielles

Sur les Figure 43 et Figure 44, on remarque, qu'aprés l'instant d'application de
I'échelon, la sortie tend vers une valeur d'équilibre S; au bout d'un "temps plus ou
moins long". Cette notion caractérise la dynamique de la réponse. Voici quelques
réponses types :

Réponse exponentielle :
e

el

0 t0 t
S

Sf

0 to t

Figure 43- réponse exponentielle
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3.3.5.1.5 Réponse a dérivée nulle a l'origine

Elles sont la caractéristique de systemes d'ordre supérieur a 1 (nous approfondirons
cette notion d'ordre d'un systeme prochainement).

e
el

el

Sf
Réponse apériodique

SO

Sf
Réponse oscillatoire amortie

SO

0 t0 t
Figure 44- réponses indicielles a dérivée nulle a lI'origine

Ces trois formes de réponses caractérisent des systemes naturellement stables. Par
contre, on peut aussi observer la réponse suivante :

el

Figure 45- oscillations entretenues
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Les systéemes présentant des oscillations entretenues en réponse a une excitation
sont dits instables. On peut aussi, enfin, observer les formes précédentes, mais
décalées par rapport a l'instant d'application de I'échelon :

e
el

e0

Sf

SO

0 t0 t
<—> 11
Retard pur

Figure 46- mise en évidence d'un retard pur

En fait, le démarrage de la réponse S n’intervient qu'un temps tg = t; - to aprés
I'échelon. Ce décalage est appelé retard pur ou temps mort. Les retards purs vont
compliquer la tdche des automaticiens car ils réduisent la stabilité et la précision.

3.35.2 Temps de montée, temps de réponse

Le temps de montée est un élément de réponse bien connu des électroniciens
puisqu’il contribue a donner une indication sur la bande passante d’'un systéme donc
de sa rapidité. Il est évalué comme étant le temps mis pour passer de 10% a 90% de
la valeur finale.

e

el
e0
0 t0 t
S
I e _._._. _
10% |- ———- e : S s
0 0 o : t

Figure 47- temps de montée de I'électronicien
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Ce "temps de montée des électroniciens” n'est pas tres intéressants pour
l'automaticien, car il n'a que peu d'intérét pour évaluer la rapidité de réponse d'un
systéme a un échelon. Dans le cas de la figure ci-dessus, on doit tenir compte d'un
retard pur ignoré par la notion de temps de montée.

e

el

e0

90%

10%

Temps de montée

Figure 48- une autre inadaptation...

Ici, le temps de montée ne nous donne qu'une tres mauvaise idée du temps mis pour
atteindre le régime permanent. Les automaticiens lui préférent le temps de réponse,
temps séparant l'instant d'application de I'échelon et l'arrivée en régime permanent
avec une tolérance de + 5 % (le signal de sortie arrive dans le "tuyau" des 5 %).

e
el

e0

90% Tuyau des 5 %

S : P >

10%

0 t0 ty <>

Temps de montée

Temps de réponse

Figure 49- mise en évidence du temps de réponse
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L’intérét du temps de réponse est qu’il tient aussi bien compte des temps de retard
que des sur-oscillations. Pour mesurer la vitesse de réaction d'un processus en
poursuite on utilise aussi le temps de montée des automaticiens (0 a 90% ou 100% de
la valeur finale) qui tient compte aussi des retards.

3.3.6 conclusion

Essais harmoniques et temporels vont nous permettre d’arriver aux mémes résultats,
comme nous le verrons par la suite. Seules leurs conditions d’emploi changeront : tout
dépendra des conditions expérimentales et du temps réservé a cette expérimentation.
Dans tous les cas, on aboutira a un modéele de commande suffisamment proche du
modele de connaissance. Les chapitres suivants vont nous permettre de décrire les
modéles de connaissance usuels et de mettre en évidence leurs réponses aux
signaux-tests.

Concernant les systemes harmoniques, les notions de réponse en fréquence et
fonction de transfert permettent de se ramener a des constructions graphiques
(Black). Si on a affaire a un systéme physique, que I'on sait linéaire, mais dont on
ignore les équations, les techniques de réponse en fréquence permettent de traduire
ses propriétés sous forme de lieu de transfert. Que l'on parte d'équations ou
d'expériences, le point d'aboutissement est le méme.

Tout systéme linéaire peut étre caractérisé complétement :

e soit par sa fonction de transfert;

e soit par son lieu de transfert gradué en pulsation.

Ces notions de fonction et de lieu de transfert vont étre les outils dont on se servira
constamment par la suite.

Il importe de bien saisir la raison qui fait l'intérét tout spécial de la notion de lieu de
transfert : on peut tracer le lieu de transfert d'un systeme physique dont on ignore les
égquations, aussi bien que d'un systéme non encore réalisé dont les équations sont
connues; toute méthode de travail qui utilise les lieux de transfert s'applique donc a
I'un comme a l'autre : I'expérience et la théorie ont le méme langage et ce n'est pas si
frequent !
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4 Systémes linéaires continus du premier ordre

Tout systeme, aussi complexe soit-il, posséde sa propre fonction de transfert. On
montre en effet que celle-ci peut étre décomposée sous la forme d’'un produit de
fonctions de transfert de systemes élémentaires. Reprenons la fonction de transfert
d’un systéme du n*™ ordre :

by +bp+..+b,p"

F(p) ;
ao +alp+...+anp

On a intérét a faire apparaitre les poles de cette fonction de transfert. Pour cela, on a
plusieurs solutions

. si le pole est réel, il apparait sous la forme 1+ 7 p,

. si le pble est nul, il apparait sous la forme p,

. si le pble est complexe, il a obligatoirement son conjugué, et ceux Ci
apparaissent sous la forme d’'un trindme du second degrél+cp + dp?.

F(p) peut donc encore s’écrire sous la forme:

m m-1
F(p)= b,ip +b, ,p" " +..+bp+b,

/

p“H(l+z’ p)iH(l+ cp +dp* )j

i=1 j=1

aveca+k+2l=n

Dans ces conditions on distinguera 3 types de processus élémentaire :

e le processus a constante de temps ou processus du 1% ordre;

e le processus en 1/p qu’on appelle intégrateur, car diviser par p la transformée de
Laplace d’'une fonction f revient a prendre la transformée de l'intégrale de f. Ce
processus est aussi du premier ordre;

e le processus du second ordre.

Les processus du second ordre feront I'objet du chapitre 5. Nous étudierons ici les
processus a constante de temps et les intégrateurs.
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4.1 processus aconstante de temps

définition :
Un systeme a constante de temps est régi par une équation différentielle du premier
ordre a coefficients constants de la forme :

Si les conditions initiales sont nulles, la transformée de Laplace des deux membres

donne t p S(p) + S(p) = k E(p) et la fonction de transfert d’'un systéeme du premier
ordre s’écrit :

S(p) &
F(p)=T1;)=1+rp

Dans cette expression, k est le gain statique et t la constante de temps.

Remarque : “Conditions initiales nulles” signifie que le systeme part du repos ou
de son point de fonctionnement. Donc a linstant t = O, le systéme est en régime
permanent. Cette remarque est valable pour toute la suite de ce cours.

4.1.1 Exemples de systémes du premier ordre

41.1.1 circuit RC:

Figure 50- circuit RC

On a e(t)=Ri(t)+s(t) et s(t)z%fidt, dou i(t) = C-% et pour terminer :

chﬂ(t): et)

Le condensateur étant déchargé (conditions initiales nulles), le passage en
transformée de Laplace permet d’écrire la fonction de transfert du circuit :
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F(p):ip)z k_avecr=RC
E(p) l1+7zp

4.1.1.1.1 moteur a courant continu commandé par inducteur
On avait écrit :

C.(p) ki—ndye(p)zki—ndy(p):F(p)=Ce(p)= k aveck:&etrzﬁ

_Re+Lep R£1+Lepj ¢ Ve(p) l1+7zp R, R,
¢ R

4.1.1.2 thermomeétre a mercure

Considérons un thermometre, de capacité calorifique C et dont I'enveloppe a une
résistance thermique Rry. Ce thermometre est plongé dans un bain de température
Te. On lit la température sur I'échelle graduée.

Un flux de chaleur Q (analogue a un courant électrique) va s’échanger entre le liquide
et le thermomeétre (il y a pas de flux si Tg = Ts). Ts est la température “de sortie” lue
sur le thermometre, Te est la température “d’entrée” du bain liquide. Ce flux doit
chauffer I'enveloppe (résistance thermique) avant d’atteindre le mercure et le chauffer.

Ts

Te

Figure 51- thermométre a mercure

Nous pouvons écrire :

. d’'une part, que Q.Rty = Te - Ts ( perte dans I'enveloppe). On montre que
Rty = 1/s.h ou s est la surface de I'enveloppe et h le coefficient de transmission de
chaleur;

drT.
. et d’autre part que Q=C dtS
De ce fait :
dar, T,-T. drT T
C—2="L SetR, C—2+T, =T, = F(p)= sP) 1 e RC
dt R, dt TE(p) 1+7zp
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4.1.2 Analyse temporelle

4.1.2.1.1 Réponse indicielle
k

On applique & I'entrée un échelon unité donc S(p)=———
pll+)

Apres décomposition en éléments simples, on obtient :

p p+lr

s(p) =K 2L excone S<z>=k[1_e-ij

Tracons I'évolution de s(t) dans le temps. Nous caractériserons le régime transitoire
par :

. le temps de réponse : la valeur finale (régime permanent) étant k, au bout
d’'une constante de temps, on est au 2/3 environ de celle-ci (63%); on voit tout de suite
que le temps de réponse (+x 5% de la valeur finale) est :

t. =37
s(t)
k
0,95k
0,86k
0,63k
0 T 27 3t 47 t
Figure 52- réponse indicielle d'un premier ordre
. le temps de montée: la réponse étant monotone croissante, nous définissons
le temps de montée comme le temps mis pour que celle-ci atteigne 90% de la valeur

%)

tm (¢
finale, ce que nous écrivons sous la forme 0,9 = k(l—e_ %jd’ou e ( =0,1 etdonc:

t, =23t
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Application :

Identification d’'un processus inconnu

A partir d’'un essai indiciel :

”

* on évalue t,, et on en déduit 7 = 3
S

. . . As :
« on obtient le gain statique k par : k =—=—_ = \p
Ae 1
e
1
0
s(t)
sf
0,95sf
0 3t

Figure 53- identification d'un premier ordre

Intérét de la constante de temps
Elle fournit une indication sur le comportement du systeme :

* sit est petite, alors t; est faible et le systeme est rapide

» plus t est élevée, plus le systéme est lent.

4.1.2.1.1.1 réponse en vitesse

On a cette fois E(p)= iz
p
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Dot S(p)= =k LTy T :S(t)=k(t_¢+fe%]
p'U+ep) | P° P p+

La figure ci-dessous nous donne I'évolution de cette réponse. On voit tout de suite
que, si k est différent de 1, la sortie ne suit pas I'entrée. On dit qu’elle “traine”. L'écart
s’agrandit régulierement et & la limite devient infini.

Conclusion : Un systéme du premier ordre ne suit pas en vitesse.

s(t)

r(t)

Figure 54- réponse en vitesse d'un premier ordre

Erreur de trainage :

8=Iimtﬁmr(t)—k(t—z'-i-re%):Iim Hop-iz- 1- k
g p 1+7p

k>l ¢g=—
k=1=¢=t¢
k<l=g=+4w0

4.1.2.2 réponse impulsionnelle
C’est la réponse a une impulsion de Dirac 5(t). Comme E(p) = 1 alors

s<p>=mzs(z>=§e

%
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s(t)

kit

33%

5% —

Figure 55- réponse impulsionnelle d'un premier ordre

La réponse impulsionnelle est encore une impulsion. Sa largeur (calculée au tiers de
sa hauteur) est 1. La valeur résiduelle au bout de 3t est 5%.

Conclusion : Un systéme du premier ordre est donc stable.

4.1.2.3 analyse harmonique

On envoie sur I'entrée du systéme un signal harmonique. Faisons p = jo dans la
fonction de transfert, il vient :

.k
1+ jro

k 1

= -avecw, =—

1+ — ¢
[0

c

C'est un nombre complexe dont le module (gain statique) est :

F(jo)

IF(jo)= #2 et l'argument (phase) est : arg[F(jw)]= —arctan-2-

1+a) 9 a)c

Représentation de Black-Nichols

Alors que Bode représente séparément le gain et la phase en fonction de ®, Black-
Nichols trace le lieu dans le plan [G,®], ce qui impose de le graduer en ® et de
l'orienter. G est exprimé en dB soit G = 20log(|F(jo) ).
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Tracé dans le plan de Nichols

WIchals C harls

10 Q) :0
20logk-3
o
-10|
—~
m
=2
n -zo |
o
(=8
=1
_.‘? -3o
=
(=9
o
-+0
=50 | 450
-50 . . . . . . . .
-50 -20 70 -50 -50 -0 -a0 -20 -1i0 o

open-Laop Phase (deg)

Le systeme est entierement caractérisé par :
e Son gain statique

e Sa pulsation de coupure a 3 dB .. Pour cette pulsation, le gain vaut alors

20 log k - 3 soit LS en valeur naturelle.

N

e Sa bande passante définie a - 3 dB, donc BP =f..

Conclusion : un systeme du premier ordre est un filtre passe-bas.

4.1.2.4 relation temps-frequence

Le comportement dynamique d’'un systéme a constante de temps est entierement
décrit par sa constante de temps t. Cette dynamique est aussi appelé espace
fréquentiel puisque . = 1/t et donc:

Conclusions :

. un systeme rapide est un systéme qui a une bande passante large (faible
constante de temps).

. un systéme lent a une bande passante étroite.
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. d’autre part, un systéme du 1°" ordre est aussi un filtre passe-bas. Tous les
sighaux d’entrée de pulsations supérieures a o ne seront donc pas transmis. Par
exemple un enregistreur de fréquence de coupure 2Hz ne peut pas enregistrer des
signaux de fréquences 10Hz.

Application : On désire enregistrer des signaux carrés dont le temps de montée est
de 0,2 us. Pour cela, on utilise un oscilloscope dont la fonction de transfert est
assimilable & un premier ordre. Quelle doit étre sa bande passante ?

Nous avons vu que tn =2,3 1 =0,2.10° s ce qui impose t =0,09.10°s
soit fc = 1,83MHz.

Si les signaux ont une fréquence supérieure a 2 MHz, l'oscilloscope ne peut pas
répondre : en fait, on mesurera le temps de montée de celui-ci.

Remarque :
, t,f. =036 o,
Les produits tnfc ou tf. sont constants : [ f =047 et donc indépendants de la

constante de temps .

4.2 processus intégrateur

définition :
C’est un cas particulier du systeme du premier ordre. Il est régi par I'équation
différentielle :

T% =ke(t)

Si les conditions initiales sont nulles, sa transformée de Laplace s’écrit :
tpS(p)=kE(p) et dans ces conditions, la fonction de transfert du processus
intégrateur s’écrit :

4.2.1.1.1 exemples

condensateur pur

Figure 56- condensateur pur
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Par définition, v = Ejz dt , donc si le condensateur est initialement déchargé :

vip)_ 1
I(p) Cp

Position angulaire d'un axe

Un axe est entrainé a la vitesse angulaire Q et entraine le curseur d’'un potentiométre.
La relation entre déplacement angulaire 6 et vitesse Q est :

Application : Un moteur entraine par I'intermédiaire d’'un réducteur de rapport n une
charge constituée par un radar de poursuite. Exprimer I'angle d’azimut 65 du radar en
fonction de la vitesse Q2 du moteur.

On a le schéma suivant :

Q réducteur Qs | intégrateur s

Figure 57- passage de la vitesse a la position angulaire

Dans ces conditions :

_9. 8 1

Q Q np

s

o,
Q
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4.2.2 Analyse temporelle

4.2.2.1.1 Réponse impulsionnelle

On applique une impulsion unité a I'entrée, d'ou :

S(p)=— = s(0)=

k
Tp T

s(t)

klt

Figure 58- réponse impulsionnelle d'un intégrateur

La réponse impulsionnelle est un échelon. Le systeme ne revient pas a son état de
repos. L'intégrateur pur est donc un élément déstabilisateur. On dit encore qu'il
est asymptotiquement stable.

4.2.2.2 Reéponseindicielle

Comme E(p):1 on obtient S(p)=
p p

~ d'ou s(r)= ét

La réponse a un échelon est une rampe. Le régime permanent tend vers l'infini. C'est
la confirmation de l'instabilité.

s(t)

\k/

T

Figure 59- réponse indicielle d'un intégrateur
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4.2.2.3 Analyse harmonique
On fait p = jo dans la fonction de transfert :

Fljo)=—— = |F(jo) = %et atgl (o)) = -~ Vo

jTw

4.2.2.4 Reéponse dans le lieu de Black

MNechols Charts

100

20 o=l
o (1]
=
c
]
i}
o B
(=]
5
=
T
=) 20

_-Dlngi-:. o= Lt

ra

[ Sl

Oper-Loop Phase (deg)

4.3 Exercices sur les systéemes du premier ordre :

b

1. Un enregistreur a plumes (voir photographie ci aprés) admet pour fonction de
transfert :

21
F(lp)=—"""——(en meéetre par volt
() 420+l,72p( P )

a) Déterminer sa constante de temps et son gain statique.

b) Quelle est sa fréquence de coupure a 3 dB ?

c) Quel est son temps de réponse a un échelon de tension ?

La tension a enregistrer, sur cet enregistreur, est un échelon de tension d'amplitude E
auquel se superpose un bruit parasite sinusoidal x = x,Sinw, ¢

d) Calculer littéralement la réponse de I'enregistreur a ce signal bruité.
e) Discuter en comparant o, a %

f) OnaE =10 volts, xo =1V et f, = 400 Hz. Déterminer la réponse de l'enregistreur
au signal bruité.
Réponse :

a)t=1,72/420=4,1msetk=510°m/V;b)f. =38,9Hz;c)t = 12,3 ms.
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d) Le signal & enregistrer a pour expression : e(t)=E +x,sinw, ¢. Le systéme étant

linéaire, la réponse a ce signal est la somme des réponses aux signaux élémentaires
le constituant; une fois le transitoire terminé, c'est donc la superposition d'un échelon

d'amplitude kE et d'un signal sinusoidal de la forme —2—sin(®, t+¢).
Y1+ 72}
e) Un premier ordre est un filtre passe-bas : donc si o, << w, alors le bruit est filtré.

f) On voit que f.<<fy, donc S(t) ~0,05 (1_e—t/0.0041)

T

Piagaansanl

)

e
o S e

L S S
£ et =

Enregistreur a plumes

2. La réponse d'un systéme a un échelon unité est s(t) = 2(1 — e?). Quelle est sa

réponse a une rampe unité ?

Régime permanent : s(t) = 2 et régime transitoire s(t) = -2e ' :
Le régime permanent donne le gain statique k = 2/1=2.

Le régime transitoire donne la constante de temps t = ¥2=0,5 s.

D’ou

2 2 1 05 0,5
F == = =2 - ! =2 -0,5+0.5 -2t
(p) 05 5= (p) 7 (1+0.57) (pz 5 +1+0,5pj:>S(t) (1-0,5+05¢™)
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5 Systemes linéaires continus du second ordre

Définition :
Un systeme de second ordre est décrit par I'équation différentielle suivante :
d’s

s
a,—+a,—+a,s =b,elt
Zdtz ldt 0 0()

Pour des conditions initiales nulles, la transformée de Laplace est :

207 S} 5(0) a0 S(p) =y Elp) = Flp)= S0t

Cette fonction de transfert peut encore s'écrire :

b 1
Flp)==22.
(p) P
a a

On peut identifier les paramétres de I'expression précédente de la maniere suivante :

b, . . . .
e & =-" oU on reconnait le gain statique.
a

a . .
e o, = /—0 est la pulsation propre non amortie.
a,

o g_ﬂ.;
2 Vo "4,

La forme canonique de F(p) s'écrit alors :

est le coefficient d'amortissement.

¢ est un coefficient sans dimension, alors que o, est homogéne a une pulsation et
s'exprime en rd/s.
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Exemples : Circuit RLC

Figure 60- circuit RLC

. 2
On peut écrire : e=R-i+L-ﬂ+s or i=C§:>e=LCd—2S+RC§+S
dt dt dt t

En prenant la transformée de Laplace de cette expression (considérant des conditions
initiales nulles), il vient :

S(p) _ 1
E(p) LC p*+RCp+1

Identifions les valeurs de o, et & :

1 . o . .
o, = est la pulsation propre d'un circuit oscillant LC (c'est a dire sans

" JLC

résistance). Dans un tel circuit, toute I'énergie disponible s'échangerait sans perte

p w . e . P
entre L et C avec une fréquence f:2” . Mais étant donné la présence de la
T

résistance R, de I'énergie se dissipe par effet Joule. R joue le rdle d'amortisseur. Ceci
explicite I'expression : "pulsation propre non amortie".

R
2,/L/C
faible va correspondre une dissipation d'énergie faible lors de chaque échange. Si R

est bien choisie, le temps au bout duquel I'énergie sera entierement dissipée peut étre
assez court.

E=

est le facteur d'amortissement. Il est proportionnel a R, donc a un §

Le circuit RLC est appelé circuit résonnant, il est en général réglé pour de faibles
valeurs de R, donc de faible valeur de & également, de maniére a obtenir o, ~o, .

Moteur cc avec sa charge :
Reprenant le schéma du moteur a courant continu piloté par variation de la tension
d'induit et modélisé au 3.3.3.1.3, nous pouvons écrire :
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Ci(p)
Va(0) + @ koo Celp) + Ko 1 Q(p)
) R, +L,p Pt So
kmax
On adonc:
ko 1
F(p)=

- .
k. +feqRa +J R +Lafeq s J L

1 eq”a p eqa pg
fows T fegRa k" + [ R,
On voit donc que :
2
I = K ax = Knax + fogRa §=1- J R+ L, ]y
2 ! n '
knax + fog R, J oLy 2 T Lk + fuR,)

5.1 Analysetemporelle
La sortie d'un systeme du second ordre est donné par :

k
S(FF?E(I?)
1+—p+p—2

w w

n n

Le probleme est de décomposer S(p) en fraction rationnelles. Cette décomposition
dépend du trinbme :
1 25 p2 2 2
+t—=p+-—5—>p +250, p+o,
w a

n n

Le discriminant réduit s'écrit : A'= w,2(£% —1)

73



Ainsi :

e Si & > 1, le trinbme admet 2 racines réelles et dans ce cas la réponse est

apériodique.
Les deux racines p: et p, sont telles que : p*+2¢-w,-p+w,’=(p-p)-(P—Pp,),
d'ou :
.= 1
L =
plzwn(_ + 2_1) n(_é_ 52 _1)
et en terme de constantes de temps 1
2
pzza)n(_ - 5 _1) 2-2:
o,|-&+e 1)
e si§ <1, letrinbme admet deux racines complexes conjuguées et la réponse est
: . . ko’ ko ?
oscillatoire amortie. S(p)= Dn = On

2 2 *
p'+28-w, pro’ (p-p)(p-p)
p, et p; sont complexes conjugués tels que :

=0, (<54 \1=&) et pl =0, - 1=

5.1.1 Réponseimpulsionnelle

Cas ou £ > 1. Comme E(p) = 1, S(p) se décompose en éléments simples sous la
forme :

S(p)= k __k LN , ce qui implique :
(1+7,p)(A+7,p) 7,-7, p+% p+%
1 2
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Impulse Response

0.3 -

Amplitude

Time (sec)

Figure 61- réponse impulsionnelle d'un 2° ordre (§ > 1)

Le systeme revient au repos, il est donc stable.

Casou &<l
S(p) ne se décompose pas, donc :

ko’ kaw?
S(p) = 2

PP +28-w pto? (p+éw,) +0°-Ea)

a mettre sous la forme : R
(p+a) +o

onpose &’ =a. (1-& )= w=0,1-& eta=¢o,

—So,t

S@:%sm(wnﬁ.t)
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I'allure de la réponse est la suivante :

Impulse Response

0.8

0.6

0.4

o
N

Amplitude

-0.2

-0.4

-0.6

Figure 62- réponse impuls
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5.1.2 Réponse en vitesse

Casoug>1
L'entrée en rampe admet pour transformée de Laplace 1/p?, aprés décomposition en
éléments simples, il vient :

1 7,+7, z‘f 1 1'22 1

S(p):k—2 + . - .
P p Iz p+% L, -7 p+%
7 7,

t t

2 no_ 2 Ty
7,€ 7€ ’

:>S(t)=k t—(rl+z'2)+
L~

lorsque ¢ — o, alors s (1) — k(1 —(z,—7,)) donc I'écart entre la rampe de pente k et la

2w

w

n

sortie tend vers 7z, —7, =

Linear Simulation Results
100

90 -

70 -

60 [~

50 -

Amplitude

40 -

30 -

20 -

0 | | | | | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Time (sec)

Figure 63- réponse en vitesse (§ > 1)
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On constate qu'entrée et sortie s'écartent I'une de l'autre en régime permanent. Le
systéme du 2°™ ordre ne suit pas en vitesse sauf lorsque k = 1. Dans ce cas, |'écart

25

reste constant et égal a ——= . Cet écart est appelé erreur de trainage.
@

n

Casou <1
L'expression de la sortie s'écrit :

25

ka? 1 2 w
S(p)= . =k|— - + -
(?) pp*+20,p+0,) | P° op (p+éo,)+0,°0-¢)

p+4&t-1

:>s(t):kt—§+ e cos[w 1- 5 t—arctan(Zfﬂ)]

Linear Simulation Results

15

10 -

Amplitude

Time (sec)

Figure 64- réponse en vitesse d'un 2° ordre (€< 1)
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5.1.3 Réponseindicielle
Casoug>1
La décomposition en éléments simples donnent :
k 1 T 1 T 1
s(p)- ; :

=kl —— . + .
p(1+z'lp)(l+2'2p) P T1—7 p+% L1 =7 P+%
1 2

&2
09} / g:/s .
081 /o / g -
0.7+ / i
osl- /| / i

o5t ||/ 1

Amplitude

04l ||| -

03| .
[l

0.2H| 1

0.1 i

0 ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70

Time (sec)

Figure 65- réponse indicielle d'un 2° ordre (§ > 1)

L'allure dans le temps de s(t) est liée a 11 - 1, et donc a &. La dérivée est nulle a
l'origine. Plus & augmente, plus la réponse est aplatie.

Casou &<l
On a maintenant :
kw? 1 p+2iw,
S(p)= 2 2 =k| —— 2 2
p(p +2§wnp+wn) P p+t2w,pto,
donc :
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-fo,t

s(t)=k|1-=5 cos(con J1-&° -t+¢) avec ¢ = —arctan ]
1-¢? 1 g2

La réponse indicielle est donc oscillatoire amortie.
Quatre parametres sont intéressants :
* le temps de montée ty
* le temps du premier maximum tyc
* le dépassement D exprimé en % de la valeur finale
* la pseudo-période T,

Step Response
14 .

12+

0.8 -

Amplitude

tpic
0.6 P

0.4+

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Time (sec)

Figure 66- réponse indicielle d'un 2° ordre (§ < 1)

Ces quatre parametres peuvent étre calculés aisément.

5.1.3.1.1 Calcul du temps de montée

C'est le temps mis pour que s(t) atteigne la valeur k, soit :

—So,1, -¢w,t,
k1= cos(wn J1-&% ¢, +¢) —k= cos(a)n J1-¢&2 ¢, +¢)=0
1—4’:2 [1_‘,;:2
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Step Response

A T I
1.2+ -
1+ ‘J S — -
|
|
|
0.8+ | 4
[ |
k] \
= |
S
< o6} |
|
|
|
||
044 | |
| [
|
|
-
0.2 — =
0E \ \ \ .
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5
Time (sec)

Figure 67 influence de la pulsation des oscillations libres o,

L'exponentielle n'étant jamais nulle, il vient :

COS(a)n Vl_é:ztnz+¢)=0:>a)n 1—§2fm+¢=%+n72'

A chaque valeur de n correspond un point d'intersection de la réponse avec la droite
d'équation s = k. Le premier point correspond a n = 0, donc :

1
z + arctan 3

=>|t, =—F— S B
w,1-£% 2 ®, y1-&°

a)n 1_52 .tm+¢:

NN

5.1.3.2 Calcul du temps du premier maximum

Les valeurs de t qui annuleront la dérivée s'(t), correspondent aux temps des minima
et maxima de la réponse s(t). Calculons cette dérivée :

M-z+¢)+\/1—75in(wnﬁ'”¢)]

ds

—=kow i[fcos(a)
dt n [1_§2 n
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Elle s'annule pour : §cos(a) \1- t+¢)+w/1 £? sm( J1-¢&2 -t+¢):0

Ou encore : tg(a)n t+¢) _e =tg¢
J1- \/7

nrw
Donc: o, \1-&° - t+dp=g+nr=t, =

o, \1-&°

Si n est pair, tx correspond a un minimum, alors que si n est impair, il correspond a un
maximum. Le premier maximum a donc lieu pour n =1, donc :

T

5.1.3.3 Calcul du dépassement D

D'une maniéere générale, il est possible de calculer la hauteur des minima et maxima,
en remplacant t par tx dans I'expression de s(t). On a:

—Sw,t,
s, =kl1- ¢ cos(a)nwll—fz 1, +¢) , en remplagant t, par sa valeur :
J1-¢°

L
e W
s, =k|1-

J1-¢&2

La hauteur des minima (n pair) est donc donnée par :

cos(nz +¢)

nr

S = k| 1-e et puisque COS(¢): 1—52

et la hauteur des maxima (n impair) est :

nr

é‘iigi

S =kl 1+e

Le premier dépassement a lieu pour n =1, donc :

nw

1-¢2

D=8,y —k=Sum =ke

Le dépassement relatif est D/k, que l'on exprime encore en un pourcentage par
rapport a la valeur finale :
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nr

,f >
D% =100e ‘¢

5.1.3.4 Calcul de la pseudo période

C'est le temps qui s'écoule entre deux maxima successifs (ou deux minima), soit
Tp=tan+1 - ton1. Mesurée entre les deux premiers, celle-ci a pour expression :

po__ 27
"o, 12

5.1.4 Temps de réponse d'un systeme du second ordre
Afin de déterminer t;, il faut déterminer le temps au bout duquel la sortie vaut l'entrée
indicielle a 5 % prés, soit les équations :

k|1-

cos(a)n J1-E2 ot + ¢) <k(1-0,05)si & <1

-$o,t
J1-&2
! _r

Ml-—2 e 42 0% |<k(1-005)si&>1

1= 7 L1—7

Ces équations étant difficile a résoudre, on utilise des abaques comme celle ci-
dessous pour déterminer le temps de réponse.

g

3
S

3
/)
AN
N

wn
[=]

—a Temps de réponse réduit T, w,
S
N\,

3
N

S
N
o

wn

2

i
0.0 0,03 005 0.0 03 05 ] 2 345710 20 40 60 100
Facteur d'amortissement § e gu
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5.2 Analyse harmonique
La fonction de transfert harmonique d'un systeme du second ordre s'écrit :

. k
F(jo)= ;
1+2§j“’+(j“’j

w w

n

n

Le module et I'argument de ce nombre complexe sont donnés par :

Flio) - = 2
HiEs
a)Vl a)n
26
arg|F(jo)|= —arctan——Z»
(e
a)Vl
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5.2.1 Etudedugain:

S . N
Calculons la dérivée du gain par rapporta —
@

n

ot el

@

n

[0

n

o) 2] o)

. @ .
Une seule racine —=0si§>0,7
@

n

3
La dérivée s'annule pour les valeurs de “_ annulant 4(£J —42(1— 252).
(4 @

On obtient donc :

) 0] w . 1
Deux racines — =0 et — =,/1-2&2 si £<— 0,7
" - 4 g g 2

n n

5.2.2 Pulsation de résonance

Pour §<— alors ——«/1—252 =—2 La réponse présente une résonance pour la

V2 ®,

pulsation :

W, =0, \1-2&°
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£<0,7

GdB

20logk

-40 dB/déc

Figure 68- réponse harmonique d'un 2° ordre

La pulsation de résonance est inférieure a la pulsation propre non amortie , mais elle
s'en approche de plus en plus lorsque & diminue. Pour la valeur limite wg = ®n, C'est a
dire si § = 0, le systéme est alors un oscillateur libre.

5.2.3 Facteur de résonance
Pour £ < 0,7, 'amplitude de la résonance est donné par :

) k p ‘F(ja))‘MAX
‘F(]a))‘ =———— . On appelle facteur de résonance le rapport M = ——=,

w e k

soit ;

ou en dB : Mgg = 20Iog‘F(ja))‘MAX —20logk

Attention : le facteur de résonance est différent du facteur de qualité des
électroniciens défini pour
o), 1

® = o, et valant Q:T":Z—g.

Pour que ces deux facteurs soient égaux, il faut & < 0,1. Dans ce cas, wr et o, sont
guasiment confondues.
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5.2.3.1 Pulsation de coupure
Pour la pulsation de coupure oc, le gain chute de 3 dB, ce qui correspond a une
division par +/2 du gain statique en valeur naturelle. On a donc :

{1[5j2f+4§2(sf _%jll(gﬁ +4§2[§j =2

= [ﬂy + 2(2)2(252 ~1)-1=0

@

n

2
Cette équation bicarrée admet deux solutions en [KJ dont on ne garde que la

n

positive, soit :

(KJ =1-287 +(287 -1f +1
a)n
= 0. =, \/1—252 +y(2¢7 -1f +1

5.2.3.2 Etude du déphasage

2
¢ ¢ wﬂ df i 5[“(;”
Ona ¢=arg [F(ja))}z—arctan = =-— - —
_| @ d|“ w
L w] [wj $ & (w] *[1‘[0))}
On rappelle que (arctanx)'=
PP au ( x) 1+ x?

La dérivée étant toujours négative, la variation de ¢ est donc monotone décroissante.
Donc V¢

¢ — 0 quand BCINY)
a

n

¢:-£ quand L1
2 0]

n

¢ =—n quand 2L Lw
@

n
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Plus & diminue, plus la variation de phase est brutale autour de v =, .

®n

<1

£>1

-1t/2

-Tt

Figure 69- variation de I'argument

Nichols Chart
20 |

-20
-40 ||
ol /
-80

-100

Open-Loop Gain (dB)

-120

-140

—

-160 -

-180 |- tm

-200 ! ! !
-180 -135 -90 -45 0

Open-Loop Phase (deg)

Figure 70- évolution du lieu de Black en fonction de ksi
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5.2.3.3 Conclusion

Le tableau suivant permet la détermination des caractéristigues d'un systeme du
second ordre a partir de la connaissance de la réponse indicielle ou de la réponse
harmonique. Les valeurs ont été calculées a partir des formules élaborées dans les
paragraphes précédents.

Inversement ce tableau autorise aussi des opérations de synthese d’'un systéme du
second ordre lorsque, par exemple, se trouvent fixés le dépassement D et I'un des
temps définissant la rapidité (tpic, tr, tm ) :

. la valeur de D fixe celle de &,

« lavaleur de ty, de t; ou de ty, fixe won.

a tm(})n tr())n tpic())n Tp())n D% a)R a)_c a)C MdB é
(5%) w w Dy

n n

0,1 1,68 30 3,16 | 6,31 73 099 | 154 | 156 14 0,1

0,15 | 1,74 20 3,18 | 6,36 62 098 | 153 | 1,56 | 10,5 | 0,15

0,2 1,81 14 321 | 6,41 53 09 | 151 | 157 8,1 0,2

0,25 | 1,88 11 3,24 | 6,49 44 094 | 1,48 | 1,59 63 | 0,25

0,3 1,97 | 10,1 | 3,29 | 6,59 37 091 | 145 | 1,61 4,8 0,3

035 | 206 | 79 | 335 | 6,71 31 087 | 142 | 163 | 36 | 0,35

0,4 2,16 7,7 3,43 | 6,86 25 0,82 | 1,37 | 1,67 2,7 0,4

0,45 | 2,28 5,4 3,52 | 7,04 21 0,77 | 1,33 | 1,72 1,9 0,45

0,5 2,42 5,3 3,63 | 7,26 16 0,71 | 1,27 | 1,80 1,2 0,5

0,55 | 2,58 5,3 3,76 | 752 | 12,6 | 0,63 | 1,21 | 1,93 0,7 0,55

06 | 277 | 52 | 393 |78 | 95 | 053|115 | 217 | 0,3 0,6

0,65 | 3,00 5,0 4,13 | 8,27 6,8 0,39 | 1,08 | 2,74 0,1 0,65

0,7 3,29 3 4,40 | 8,80 | 4,6 0,14 | 1,01 | 7,14 0 0,7

0,75 | 366 | 31 | 475 | 950 | 2,84 - 0,94 - - 0,75
08 | 416 | 34 | 524 | 105 | 1,52 - 0,87 - - 0,8
0,85 | 491 | 37 596 | 11,93 | 0,63 - 0,81 - - 0,85
0,9 6,17 4 7,21 | 14,41 | 0,15 - 0,75 - - 0,9
095 | 909 | 41 ]10,06]20,12 | 0,01 - 0,69 - - 0,95

Figure 71- caractérisation d'un systeme du second ordre
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5.3 Exercices sur les systémes du deuxiéme ordre :

1) Un systeme admet pour fonction de transfert :
2,5
F(p)=——"—
p +12p+3
Calculer les parametres statiques et dynamiques de ce systéme ainsi que sa pulsation
de coupure a 3 dB.

REPONSE : On écrit tout d'abord cette fonction de transfert sous sa forme canonique,
Soit :
F(p)= LZ , on en déduit :

p
1+03p+-—
PTy

e le gain statique K = 0,83,
e les parametres dynamiques & = 0,346 et o, = 1,73 rd/s.
La pulsation de coupure est donnée par la formule déja vue :

S0, =0, \/1—252 +\/(2§2 —1)2 +1, on obtient o = 2,46 rd/s.

Step Response
14 T

1.2+ -

0.8} R -

Amplitude

0.6 - -

04+ -

0.2 -

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (sec)

réponse indicielle de F(p)= 0,83

1+03p+-—
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2. On consideére le filtre actif ci-dessous dans lequel les amplificateurs opérationnels
sont supposes parfaits :

R ____C2 kR
R R
—] At — R
-1 A
Ve ] a - I
Vsl +
Vs
. Vs .
a) Calculer la fonction de transfert %p; de ce filtre.
e\p

b) On prend R = 200 k2, C1 = 2,5 uF, C2 = 0,1 uF. Calculer la pulsation propre du
filtre ainsi que son coefficient d'amortissement.
c) En déduire la réponse harmonique et la réponse indicielle de ce filtre.

a) L'ampli-op étant considéré comme parfait, Vg=0et i. = 0. En écrivant la loi des
noceuds en AetB :

V
?A"FCszs =0

v.-v, V.-V, V
¢ + 2 =CpV,+—=2
R R 1PV 4 R

En éliminant VA entre ces deux équations, on obtient :

Va (p) _ 1
V,(p)  143RC,p+R’CC,p*

e

Le deuxieme ampli-op est un inverseur de gain k, on a donc :

Vsl(p) _ k

V.(p) 143RC,p+R*CC,p°

b) On trouve o,= 10 rad/s et £ = 0,3
1

1+0,06p +0,01p?

C) Réponse de
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1.4

1.2
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Time (sec)
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Nichols Chart
10 T

W -
System: h \
Phase (deg): -72.1
Gain (dB): 4.85
Freq (rad/sec): 9.08

Open-Loop Gain (dB)

-70 ! \ \ \
-180 -135 -90 -45 0

Open-Loop Phase (deg)

2) On désire synthétiser un systeme du second ordre a partir du cahier des charges
suivant :

e la sortie est égale a I'entrée en régime permanent, lorsque I'entrée est un échelon,

e pour une entrée en échelon, le dépassement doit étre inférieur a 10%,

e le temps de réponse doit étre inférieur a 1 seconde et le temps de montée inférieur
a 0,5 seconde,.

a) Calculer les valeurs de K, & et o, qui valident ce cahier des charges.

b) On désire diviser le temps de montée par 5 sans changer les autres parametres.
Recalculer les valeurs précédentes.

D<10% impose £>0,6. On peut choisir § = 0,7, ce qui minimise le temps de réponse,
pour cette valeur, to, = 3. On désire t,< 1s = , > 3rad/s; pour { = 0,7 on a aussi
tmon = 3,29 et t,< 0,5 s = o, > 6,58 rad/s. On peut choisir § = 0,7 et w, = 7 rad/s.

Cela donne: F(p)= !

2

p
1+0,2p++—
P 49

Pour diminuer le temps de montée sans changer les autres parametres, il suffit
d'augmenter w,. Avec tnon = 3,29, t, < 0,1 s = o, > 32,9 rad/s.
On peut choisir o, = 33rad/s.
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Identification d'un systéme du deuxieme ordre

On souhaite déterminer, a partir d'un essai expérimental, la fonction de transfert d'un
systéme meécanique dont on sait qu'il peut étre modélisé par un second ordre. Un
essai statique a fait correspondre a une variation de I'entrée (une force) de 5 N une
variation de la sortie (un déplacement) de 10 cm. Ensuite, une variation en échelon de
I'entrée de la forme e(t) = a[1 — u(t)] a permis d'enregistrer le régime dynamique de la
sortie; nous avons relevé dans la réponse, un premier dépassement de 25% et une
pseudo-période des oscillations d'environ 7 s.

a) Donner I'expression de la fonction de transfert du second ordre en unités Sl.

c) Quel est le temps du premier maximum, le temps de montée, le temps de réponse

de la réponse indicielle?

Gain statique & = % =2.107mN™"

D=25%=¢&=0,4, T, =7 s donne avec Tpon = 6,86, o, = 1 rad/s
-2
Dot F(p)=—mo
1+0,8p+p
Le tableau permet d'obtenir tpicon = 3,43 rad = tpic = 3,4 S

thnon=2,16rad >ty =2,2 s
ton=7,7rad >t =7,75s

La figure ci-dessous représente les amplitudes des déviations obtenues sur un

enregistreur soumis a des entrées sinusoidales d'amplitude 20 mV et de fréquence
variable.

100

(145;70)

Indications (mV)

40 -

20

02 04 06 0.8 1,0 12 14 1,6 1.8 20 22
Fréquence (Hz)

L'enregistreur peut étre considéré comme un systeme du second ordre.

a) Donner les valeurs de son gain statique k, de son facteur d'amortissement § et de
sa pulsation propre non amortie wn. Ecrire la fonction de transfert du systeme.
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b) Quelle est sa fréquence de coupure a —3 dB ?

c) Tracer, dans le plan de Black, la courbe de réponse en fréguence de ce systéeme
du second ordre.

d) Déduire du a) les parametres de la réponse indicielle.

e) La fonction de transfert, sous sa forme normalisée, fait apparaitre un numeérateur
égal a 5. Montrer que, si le numérateur était de la forme A(p — zp), on aurait un
écart entre l'entrée et la sortie nul (en régime permanent) pour des valeurs
particuliéres de A et zo que I'on déterminera, I'entrée étant une rampe de pente a.

REPONSE

a) On lit sur le graphique : Indication (pour f = 0 Hz) = 100 mV; on en déduit :

k = 100/20 = 5; fresonnance = 0,9 Hz;

facteur de résonance m = 1,6 soit Mgg = 4. .

Du tableau "caractérisation d'un systeme du second ordre" on tire :

£ =033 et o = 22227

~ 6,4rd/s, d'ou la fonction de transfert :

. 5
G(Ja)) = 2
1+0,1 p+0,024 p
b) On cherche la fréquence f. pour laquelle :
indication (pour f =0Hz)

J2
On lit sur le graphique f; ~ 1,45 Hz. Ce résultat est confirmé par le tableau du polycop
ou pour & = 0,33 on lit :

70.

indication (pour f = f¢) =

a)c = JFC 21,43 et a)c :£z1162

a)n f;l a)r r
d) Le tracé de G(jo) dans le plan de Black est celui donné ci-dessous pour & = 0,33
(0,3 < £ < 0,4), aprés une translation verticale de + 20 log(k) » +14 dB (due au gain

statique).
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LIEUX DE TRANSFERT DANS BLACK

: 1 )
Lieux de 5 graduésen u (§<1)
1+2&u+ (Ju)
. L. ®
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Phase en degrés

en pointillés : le premier ordre
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Nichols Chart
20

10 -

Open-Loop Gain (dB)

70 1 1 1

180 135 90 45 0
Open-Loop Phase (deg)

Obtenu a l'aide de Matlab en tapant les instructions suivantes :

>> num=1;den=[0.024 0.1 1];h=tf(num,den)
Transfer function:

0.024s"2+0.1s+1

>> nichols(h)
>> hold on
>> num=5;den=[0.024 0.1 1];h=tf(hum,den)

Transfer function:

0.024s"2+0.1s+1

>> nichols(h)

e) D%=33;tt,=14s;tn=0,31s; T, =1,04s.
Dans Matlab, on fait apparaitre la réponse indicielle et le "tuyau des 5%" a l'aide des
instructions suivantes :

>> step(h)

>> hold on

>> line([0 3],[5+5*0.05 5+5*0.05])

>> ling([0 3],[5-5*0.05 5-5*0.05])
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Step Response
7 T

Amplitude

0 | | ! | | |
0 0.5 1 tr 15 2 2.5 3

Time (sec)

En tapant les instructions suivantes dans le "work command" de Matlab, on peut
remarquer que le temps de réponse a 5% ne dépend pas du gain k. Bien sdr, il ne

s'agit pas d'une démonstration.
>> num=1;den=[0.024 0.1 1];h=tf(num,den)
Transfer function:

0.024s"2+0.1s+1
>> step(h)

>> line([0 3],[1+1*0.05 1+1*0.05])
>> line([0 3],[1-1*0.05 1-1*0.05])

Step Response

7 T
6l k=5 i
s| - % 777777777777777 I —
4L |
8
2
2
£
<3
[ égalité des temps de réponse quelque soit le gaink |
2L -
k=1
e T~
1**’**/ *********** —
/
0 // L L L L L
0 0.5 1 tr 15 2 25 3
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0 o), —lim o peelp)=tim o po| L. Alp=z)

entrée sortie

1+01p +0,024p*
cette limite tend vers O (pour p — 0) si

2
g(t)t%m = Iirnp_)0 ﬁ |:(l+ AZO)+ (O!l_ A)p + 0,024p

1+4-z,=0

SOitA=0,1ET z;=-10
01-4=0

1+01p
1+01p +0,024 p>

Les instructions suivantes permettent de faire afficher une rampe unité et la réponse a
cette rampe unité par Matlab :

d'ou la fonction de transfert :

>> t=[0:0.1:2];
>> r=t;

>> |sim(h,r,t)
>> hold on
>> plot(t,r)

Linear Simulation Results
2 T T T

181

16

1.4+

1.2+

Amplitude

0.8 -

0.6 -

04

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2

Time (sec)
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Afin d'apprécier la différence de réponse a une rampe, on fait tracer par Matlab la
nouvelle réponse a l'aide des instructions :
>> num=[0.1 1];den=[0.024 0.1 1];h=tf(num,den)
Transfer function:
01s+1

0.024s"2+0.1s+1

>> |sim(h,r,t)

>> hold on
>> plot(t,r)
Linear Simulation Results
25 T T T
2+
15+ —
()
°
2
£
S
<
1 | -
0.5+ —
0 L L L L L L | L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Time (sec)

L'erreur de trainage est effectivement nulle avec le nouveau numérateur 1+0,1p
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6 Algebre des schémas fonctionnels et fonctions de transfert des systémes

6.1 introduction

On a montré dans les chapitresl et 2 que les schémas fonctionnels constituent une
représentation graphigue abrégée de systemes physiques, indiquant les relations
fonctionnelles existant entre leurs éléments. Ceci permet d'évaluer quelle est la
contribution de chacun de ces éléments au comportement d’ensemble du systéme.

Dans ce chapitre nous allons commencer par étudier ces relations avec davantage de
détails, utilisant les notions de domaine de fréquence et de fonction de transfert
introduites dans les chapitres précédents. Nous allons ensuite introduire des
méthodes permettant de mettre des schémas fonctionnels compliqués sous des
formes plus maniables de facon a les utiliser pour prédire le comportement
d’ensemble d’'un systeme.

6.2 révision des notions fondamentales

D’'une maniere générale, un schéma fonctionnel est constitué par un assemblage
particulier de quatre types d’éléments : des rectangles, des comparateurs, les points
de dérivation, et les fleches représentant la circulation orientée des signaux.

comparateur élément
X Point de dérivation
+ .. 1214
- »| Description de I'élément >
fleche
y

Les lettres capitales sont utilisées pour la transformée de Laplace et la transformée en
z. L'argument p ou z, est omis lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité ou si les résultats
présentés sont les mémes, qu'il s'agisse de la transformée de Laplace (systémes
analogiques) ou de la transformée en z (systémes échantillonnés) des fonctions de
transfert.

On a reproduit ici I'assemblage de base du systeme asservi dans le chapitre 2. avec
toutes les grandeurs exprimées en abrégé comme transformées de Laplace.

101



U
— — G » G @

v

Chaine d'action

H <

Chaine de retour

G = U/E ou U = G;E. On notera que ces résultats ne s’appliquent pas au cas des
systémes mixtes analogigues/numériqgues comportant des échantillonneurs,
dépendant du temps (cf cours d'automatique de 3° année).

6.3 Relations importantes

6.3.1.1 Eléments en cascade ou en série

On peut effectuer la multiplication des fonctions de transfert de tout ensemble fini
d’éléments montés en série c'est-a-dire que si on monte n constituants ou éléments,
de fonctions de transfert G;, G, ..., G, en cascade, ils sont équivalents a un seul
élément G dont la fonction de transfert est donnée par :

G=G,-G,-..-G, =ll[Gi
i=1

On omet souvent le symbole de multiplication quand on ne risque pas de faire de
confusions.

Gi1G;

La multiplication des fonctions de transfert est commutative.

Gle GZGl
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On doit éventuellement tenir compte des effets de couplage (interaction entre une
fonction de transfert et sa voisine) dans la détermination des fonctions de transfert
individuelles avant de monter les éléments en série. On peut opérer sans précaution
particuliere avec des amplificateurs opérationnels.

G1

8 — G, + G, Y
+
G, J

G

Gy

G

—X Gl Z X + Z
% — @
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G1:Go

G2

Figure 72- association d'éléments en parallele, ou suppression d'une boucle
d'action

G

o‘p
|+l+

G2

Figure 73- retrait d'un élément d'une chaine d'action

— > G | —eo—

[+
X
Q
-<

G2

Figure 74- élimination d'une boucle de retour
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Attention : remarquer le sens du signe dans la premiere équivalence de la figure ci-

dessus; lorsque I'on est en contre-réaction (retour négatif), on obtient un signe + au
dénominateur de la fonction de transfert, - si on est en réaction (retour positif).

X 4

—
+

G1

G

GG, Y
G2

I+

Figure 75- retrait d'un élément d'une boucle de retour

+
—»
+

lx
= &
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X + Y
— G ~— Xy 1 |y
— GG, | g — |—>
+ G,
—_— +
G

Tout systeme bouclé peut toujours se mettre sous la forme d'un systéeme a
retour unitaire (chaine de retour sans fonction de transfert autre que 1).

7 Systémes asservis linéaires continus

Aprés avoir étudié les systemes fondamentaux linéaires continus en boucle ouverte
(réponse aux signaux tests), nous abordons I'étude des systemes asservis linéaires
continus.

106



7.1 Fonction de transfert en boucle fermée

7.1.1 Schéma fonctionnel

Chaque élément de la boucle d'asservissement peut toujours étre décrit par sa
fonction de transfert. Un systéme asservi peut se mettre sous l'aspect de la figure ci-
dessous :

P(p)
E(p) + P .| Fp) S(p)
u
() RO |

Figure 76- schéma fonctionnel d'un systeme asservi

Sur ce schéma :
¢ F(p) est la fonction de transfert de la chaine directe.

e R(p) est la fonction de transfert de la chaine de retour. Si R(p) = 1, on dit que le
retour est unitaire.

On appelle fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO), I'expression :
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7.1.2 Fonction de transfert en boucle fermée

Considérons le schéma général d'un systéme asservi faisant apparaitre I'entrée de
commande E(p) et I'entrée de perturbation P(p) :

P(p)

A

E(p) + &(p)
—>

S(p)

Hy(p) 4+®_> Hap) | @ »

e(p) = E(p) - R(P)S(P)

S(p) = Ha(p) [Hi(p)e(p)+P(p)]

R(P) |<

S(p) = Ha(p) [H1(p)E(P) - H1(P)R(P)S(P) + P(p)]

S(p) [1 + Hi(p)H2(p)R(p)] = Hi(p)H2(P)E(p) + H2(p)P(p)

_ HH,(p) oy Hy(p)
A A

1+ H,(p)H,(p)R(p

)-P(p) (1)

Les deux termes ont le méme dénominateur. Dans celui-ci, il est important d'observer

que :

H,(p)H,(p)R(p)= FTBO

7.1.3 Fonction de transfert vis a vis de I'entrée principale

Dans I'expression (1), on fait P(p) = 0, il vient :

S(p)

H,(p)H,(p)  _ Hi(p)H,(p)

E(p)

1+H,(p)H,(p)R(p) 1+ FTBO

(2)

Cette expression présente la fonction de transfert en boucle fermée (FTBF) relative

a I'entrée principale.
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7.1.4 Fonction de transfert vis a vis de la perturbation
Si on fait E(p) = 0 dans I'expression (1), il vient :

S(p): Hz(P) _ Hg(p)
P(p) 1+H,(p)H,(p)R(p) 1+FTBO
Ce rapport représente la fonction de transfert en boucle fermée relative a la

perturbation. En fait, M fournit I'aspect régulateur de la boucle d'asservissement
P(p)
(effet des perturbations seules sur la sortie), alors que % fournit l'aspect
p

asservissement ou poursuite.

7.1.5 Détermination graphique de la FTBF

7.15.1 Transformation boucle ouverte - boucle fermée

En fonction de ce qui précede, si un systéme est a retour unitaire, sa FTBF peut
s'écrire :

FTBO

FTBF = ———
1+ FTBO

Il suffit de faire R(p) = 1 dans (2)

En régime harmonique, la FTBO peut s'exprimer sous la forme A(w)-¢’*”) ol A et ¢
sont des fonctions de la pulsation o :

e A(w) représente |FTBO|, donc le gain en boucle ouverte,

e (o) représente arg [FTBO],
La fonction de transfert en boucle fermée s'écrie donc :

FTRE Alcosp+ jsing)  Alcosg+ jsing)l+ Acose — jdsing)
1+ Acosp+ jAsing (1+ Acosp + jAsinp)1l+ Acosp — jAsing)
_A(c05¢+jsin(p+Ac032go+jAsingoc05go—jAsin(pc03(p+Asin2¢)_A(A+c05(p+jsingo)

(1+ Acos@) + A%sin’ @ 1+ 4% +24c0s ¢

En régime harmonique, la FTBF est également un nombre complexe que l'on peut
exprimer sous la forme B(w)e’"”) avec :
A

J1+ 42 +24cosg

e B(w)=|FTBF|=

sing

o y(w)=arg[FTBF]=arctan 1+ cosp
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Conclusion: pour tout wj, a un point du lieu de transfert en boucle ouverte de
coordonnées [A(wi),p(wi)] correspond un point du lieu de transfert en boucle
fermée de coordonnées [B(w)),y (w)].

Tout le probleme maintenant est donc de trouver une méthode simple pour passer
d’'un point du lieu de transfert en boucle ouverte au point correspondant en boucle
fermée, car le passage de I'un a l'autre par calcul n’est pas tres aisé. Black et Nichols
ont résolu ce probleme en tracant les lieux des points pour lesquels :

A
J1+ 4% +24cos g

e B, =20log =(C", ces lieux sont appelés contours d'amplitude.

sing

=(C", ces lieux sont appelés contours de phase.
A+Cos@

e y =arctan

On obtient ainsi I'abaque de Black - Nichols figurant ci-dessous. Les contours fermés
représentent les contours d'amplitude, les autres les contours de phase.

Gas

2m - \UL} Y1

Y2

Y3

-/

Ya

21 - Yy

180°

Figure 77- abaque de Black-Nichols

110



Ce lieu réalise la transformation :

7.1.6 détermination graphique de la FTBF

On trace le lieu de transfert en boucle ouverte dans le plan de Black. Le passage a la
boucle fermée est alors trés simple.

En un point M quelconque du lieu de la FTBO, correspondant a la pulsation w,

on lit :

; Gpo =4y
sur les axes, le gain et la phase en boucle ouverte :
Ppo = Pu
les valeurs des contours d'amplitude et de phase passant par M (ici B4 et ).
. . . (;MBF :<B4
Donc, au point M de la boucle ouverte correspond le point M' tel que : .
Pusr =¥
. A | . . , p Grpr = B,
On voit de méme qu'au point P correspond le point P' de coordonnées :
Prsr = Y3
Gas
2n -y, Y1
M V2
Am
V3 \\\\\\\
P
V]
Owm
Ya
21 - s
\ FTBO

180°

Figure 78- utilisation de I'abaque de Black - Nichols



Application : Soit le systeme dont la FTBO est :

4
Flp)= L+ p)L+01p)

Ce systéme est bouclé en retour unitaire. Trouver sa réponse harmonique en boucle
fermée.

4

1+ ja))(1+ a)j
10

Cela met en évidence deux pulsations de coupure, o = 1rd/s et ® = 10 rd/s. Ces deux
pulsations vont servir de repéres pour déterminer les pulsations intéressantes du lieu
de transfert en boucle ouverte et tracer avec soin le lieu de transfert en boucle
ouverte.

Pour obtenir un bon tracé manuellement, il faut prendre entre 10 et 15 points. Pour
obtenir ces points, il suffira de programmer correctement le gain et la phase sur une
calculatrice et d'entrer les valeurs correspondantes de la pulsation ®. On obtient pour
la fonction de transfert ci-dessus:

En régime harmonique, la FTBO s'écrit : F(jo)=

a)Z
G,, = 20log4—10log(L+ wz)—lolog[l+m]

¢ = —arctan w — arctan @
10

D'ou le tableau des points utiles :

® 0 0,4 | 0,7 1 2 3 5 7 10 14 18 25

G 12 |115]105]| 9 5 1,5 -3 | -6,5] -11 |-15,5[-19,5|-24,5

) 0 -24 | -39 | -51 | -75 | -88 | -105 | -117 | -129 | -140 | -148 | -156

On peut alors tracer le lieu de transfert en boucle ouverte (cf figure ci-dessous). Il est
important de bien graduer ce lieu pour une meilleure exploitation et de |'orienter.

Ce lieu se trace en considérant uniquement le quadrillage orthogonal et en oubliant
I'abaque de Nichols. Voici le tracé des points des deux colonnes grisées du tableau :

@ 12dB
[ ) <4— 5dB
A O rd/s

-75rd/s
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Figure 79- réponse harmonique dans Black - Nichols

Pour déterminer la FTBF, il suffit alors, pour chaque valeur de », de déterminer sur
quels contours se trouve le point correspondant de la FTBO. On obtient :

® 0 0,4 0,7 1 2 3 5 7 10
B -2 -2 -2 -2 -2 -2,5 -3,5 -5,5 -9,5
W 0 -5 -9 -13 -25 -40 -66 -89 -114

B(0) est le gain statique en boucle fermé; on lit la valeur B(0) = - 2dB.
Les pulsations de coupures a - 3 dB peuvent s'observer directement sur I'abaque de

Black :

e ocpo Se lit sur le lieu de transfert en boucle ouverte, a l'intersection avec la droite
G=G(0) - 3=9 dB.

e ocgr Se lit a l'intersection du lieu de transfert en boucle ouverte avec le contour
B =B(0)-3=-5dB.
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On constate que la bande passante en boucle ouverte est de 1 rd/s, alors qu'en
boucle fermée elle est de 6,5 rd/s. La boucle fermée a donc élargi la bande
passante le systeme est plus rapide.

7.1.7 Détermination des paramétres de la boucle fermée

On reprend l'exemple précédent mais on admet que la FTBO dispose d'un
amplificateur de gain variable k. Le gain et I'argument de la FTBO s'écrivent alors :

2
G, = 20log 4k —10log{l+ @ )-10log| 1+ -2
100
¢ = —arctan @ — arctan @
10

Donc, lorsque k varie, seul le gain G change. Dans le plan de Black, multiplier le
gain k par un facteur A > 1 revient a translater le lieu de transfert verticalement de
20logA vers le haut. Inversement, si A <1, on translate le lieu de transfert
verticalement de |20logA| vers le bas.

Supposons que k = 3. Seules les valeurs du gain sont modifiées dans le tableau
précédent :

® 0 04 | 0,7 1 2 3 5 7 10 14 18 25

B [215] 21 20 {185 ]145 ] 11 6,5 3 -15| -6 -10 | -15

W 0 24 | -39 | -1 | -75 | -88 | -105 | -117 | -129 | -140 | -148 | -156

Il suffit donc de translater le lieu de la Figure 79- réponse harmonique dans Black -
Nichols de 20log3 = 9,5 dB vers le haut, on obtient le lieu b :

114




- A
=1
S8 xgozose s o v o T %8 E
-« : : —\._\r D - M P
A L1 = -
A N X T == o o S
7 NX g To 9 ot 2
V.09 U7, A CEXY — T T 117
\ \ \VVA.Q‘ N Gl B = . [
. ot >
RN UAN \ N a
IRANEL 0 SENANLN T e .
| INCUNEN PE AN
m=aM SN ATl T2
s S i
EAvaNLEe N S A
\ -~ —~To <] T m
\,/\%v N Cr B = .
/ \ > — g =
VHINAN M,y\ T . .
y, — i w
N ——|oe}- -
o /s. ”\, a./e.s o od o ' MH\\ RE o
u. b 2 Rlk ve o .Oc _ =
4 i I I 2.\3_ b I — o6l .
MU X I ———bo g
\ \\ \ \,.\\\ $ //H .I’ 01 s '
J /\\ \MWN \\ b H F I 1 S . m
“ /N K N [T deel - °
” \//N‘ \/\ D // - ul/ loo N"[”I m
m \ * N= ‘ ™~ Ose~ | [ b
11— -1 - {1 = = P TR —
| aull ST > _Nfﬂ H_ 1ﬂlu,m
Ll H 1 .w . . 1777 T T——

Figure 80- influence du gain sur les parametres de la boucle fermée
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On constate tout de suite que le gain statique en boucle fermée B(0) vaut -0,7 dB.
Ensuite, en parcourant le lieu de transfert dans le sens des o croissants, on observe
que:

* celui-ci coupe des contours d’amplitude supérieure a B(0) : -0.5, 0, 0.25, 0.5 dB,

« il tangente le contour d’amplitude 0.7. dB en » =9 rd/s

* puis il coupe de nouveau des contours d’amplitude inférieure a ce maximum.
Conclusion:

Le systeme en boucle fermée présente donc une résonance dont les
caractéristiques sont:

 facteur derésonance: M=0,7-B(0)=1,4dB
. pulsation de résonance wg =9 rd/s

Or, a un facteur de résonance de 1,4 dB correspond un amortissement § = 0,49 et
donc une pulsation propre o,= 12,5 rd/s. Ces résultats s’obtiennent en consultant la
Figure 71 caractérisation des systémes du second ordre. Il est donc possible de
déterminer les paramétres dynamiques de la réponse a un échelon du systeme
bouclé. On a tout de suite sur 'abaque du second ordre:

e dépassement D =17%
 temps de montée tm=0,19 s

e premier maximum tyc = 0,29 s
 temps deréponse t,=0,42 s

Enfin, la bande passante a -3 dB en boucle fermée est donnée par l'intersection du
lieu de transfert avec le contour d’amplitude B(0) - 3 =-3,7 dB.

On trouve oc gr = 15 rd/s.

Nous conclurons sur l'influence du gain : lorsque le gain augmente, 'amortissement
diminue ce qui peut provoquer une résonance; parallelement, la bande passante
s’élargit, donc le systeme est plus rapide. Enfin, le gain statique diminue et tend vers
0 dB.

Bande passante

La bande passante en boucle ouverte est aussi donnée par la lecture du lieu de la
fonction de transfert en boucle ouverte. Elle est donnée par l'intersection de H(p) avec
la courbe a gain constant considérée. Par exemple on lit o pour la bande passante a
— 3 dB. La courbe a de la Figure 80- influence du gain sur les parameétres de la boucle
fermée donne une fréquence de coupure, en interpolant a vue, o = 4 rad/s, la courbe
b donnerait o. = 14 rad/s.
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Contour de Hall

La courbe a gain constant 2,3 dB est appelée contour de Hall. Ce lieu est utilisé
comme critére de réglage pour de nombreux asservissements. En effet, il correspond,
pour un systéme du deuxiéme ordre dominant, a une surtension de 1,3, a un
amortissement d’environ 0,4 et a un dépassement d’environ 22 % pour la réponse

indicielle.

conseil d’'utilisation : Il est conseillé de tracer le lieu de transfert en boucle ouverte
sur un calque. Le réglage du gain correspondra alors a une simple translation du

calque parallélement a l'axe des gains sur l'abaque. Cette méthode est trés
intéressante lorsque I'on veut modifier le réglage.
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7.1.7.1 Influence d'un intégrateur dans la chaine directe
La FTBO dispose maintenant d’un pdle nul :

4
Flo)= p(l+ p)1+01p)

En régime harmonique, le gain et la phase s’écrivent respectivement :

2
G, =20log4—20logw —10 Iog(1+ a)z)—lolog(1+ fg)—oj

¢ =—90° —arctan o — arctan %

L'intégrateur va relever le gain en basse fréquence, il donne en particulier un gain
infini en régime statique. Par contre, il induit un déphasage constant de 90°.

o (0508 1 (12|15 18| 2 |25 | 3 4 5 6

Q)
G | 40 | 17 | 12 9 [ 653505 | -1 -5 -8 | -13 | -17 |-20,5

® | -90 |-119|-133|-141|-147 |-155|-161 |-165|-172|-178 |-187 |-195| -201
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Les lieux de transfert sont représentés avec et sans intégrateur.

Figure 81- influence d'un intégrateur sur les paramétres de la boucle fermée

On observe :
e Un gain statique en boucle fermé B(0) =0

e Une résonance d'amplitude 10 dB pour og = 1,9 rd/s
Nous pouvons rapidement faire les observations suivantes :
* l'intégrateur a amélioré la précision statique de la réponse en boucle fermée :

le gain statique vaut 0 dB donc 1 en valeur naturelle; si I'entrée est un
échelon unité, alors la sortie est égale a 1 en régime permanent ;
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* par contre, le systéeme présente une résonance d’amplitude de 10 dB !... C’est
important et donc I'amortissement est tres faible : l'intégrateur a un effet
déstabilisateur sur le systéme bouclée.

Pour obtenir les paramétres dynamiques du systeme bouclé, il faudrait mettre en
évidence le second ordre dominant au dénominateur de la FTBF. C’est faisable mais
long. On peut remarquer aussi que pour les fréequences moyennes, la FTBF présente
une résonance comparable a celle d’'un second ordre. On peut donc définir un second
ordre équivalent a ce systeme du troisieme ordre dont les parameétres dynamiques
sont :
* 'amortissement & déterminé par le facteur de résonance
M =B(wg) - B(0)= 10 dB ;

* la pulsation propre o, déterminée par la formule @, =
1-2¢&

A partir de I'abaque du second ordre, on a tout de suite § = 0,15 et ®w, = 1,94 rd/s. Il
est ensuite possible de déterminer les parametres de la réponse a un échelon.

La pulsation de coupure a - 3dB en boucle fermée est donnée par I'intersection du lieu
avec le contour B(0) - 3=0-3 =- 3 dB. On trouve oc gr = 2,8 rd/s. La bande passante
est plus faible : I'intégrateur ralentit le systeme.

Attention: la valeur de oc gr doit étre déterminée graphiquement, et non en utilisant
'abaque du second ordre : I'erreur commise serait trop importante surtout pour des
valeurs de g plus grandes.

Conclusion :

e un intégrateur, placé dans la chaine directe raméne un gain statique en
boucle fermée égal a 0 dB soit 1 en valeur naturelle. Cela signifie qu’en
régime permanent, si I'entrée est une constante, alors la sortie est égale a
cette constante.

e par contre, un intégrateur ralentit le systeme (bande passante plus faible) et le
déstabilise (& tres faible donc réponse a un échelon tres oscillatoire).

7.1.8 Intérét de la boucle fermée

7.1.8.1 Cas du premier ordre

Soit le systeme de FTBO : F(p):1 k . On boucle le systeme en retour unitaire,
+7Tp
donc la FTBF s'écrit :
H(p)= FIBO _ k% aveck=—F_ etr-—"
1+ FTBO 1l+tp+k 1+7'p 1+k 1+k
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On constate que :

e Le gain statique est inférieur et d'autant plus proche de 1 que k est grand. On
réduit I'écart entre entrée et sortie en régime statique.

e 7' <tdonc oc' > wc; on élargit la bande passante, le systeme est plus rapide.
7.1.8.2 Cas d'un intégrateur

La fonction de transfert d'un intégrateur s'écrit F(p):Ti; on a en boucle fermée a
p

retour unitaire :

k
FTBF = Tpk __k 1T
1+ — k+Tp 1+—p
Tp k

On observe que :

e Le gain statique est égal a 1. En régime permanent, si I'entrée est une constante,
alors la sortie est égale a cette constante.

e Si l'entrée est une impulsion, la sortie est exponentiellement décroissante, puis
revient au repos. L'effet déstabilisateur est donc supprimeé.

7.1.8.3 Cas d'un deuxieme ordre
La FTBO d'un deuxiéme ordre s'écrit de maniére générale :

F(p)= k , donc en boucle fermée :
2
1+2£ L
Pt
, B
FTBF = 2k = LA
k+1+—§p+ p2 1+ Cj’gp+ p2

k
avec k'=——, o'=w, Vk+1 et &'=
k+1 d Ji+1
On observe que :
e Le gain statique est inférieur a 1 mais d'autant plus proche de 1 que k est grand.

e On élargit la bande passante puisque o,' > o, , le systéme est donc plus rapide.

e On diminue lI'amortissement, puisque &' < &, ce qui est trés intéressant dans le cas
de systémes a fortes constantes de temps.
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7.1.9 Conclusion
La boucle fermée :

e Conserve l'ordre du systeme.

e Améliore la précision statique, d'autant plus que le gain en boucle ouverte est
élevé; si de plus, la FTBO contient un intégrateur, le gain statique en boucle
fermée vaut 1.

e Elargit la bande passante et donc augmente la rapidité.

8 Performances des systémes asservis linéaires continus

On a vu dans le chapitre précédent tout I'intérét de la boucle de retour:

» commande plus précise qu’en boucle ouverte,

» bande passante plus large, donc systéme plus rapide.
Ce tableau serait idyllique si le systeme bouclé n’était, de temps en temps, instable.
En fait et on verra pourquoi plus loin, lorsqu’'on augmente trop le gain en boucle
ouverte, il apparait des oscillations de la grandeur de sortie qui sont incontrdlables et
qui peuvent mettre en péril I'installation. Il est donc absolument nécessaire de bien
connaitre les conditions d’'une bonne stabilité avant de refermer la boucle. Les
performances d’'un systéme asservi seront, dans ces conditions, jugées selon trois
criteres:

e la stabilité en premier lieu,

. la précision statique ou précision obtenue en régime permanent,

e larapidité ou précision dynamique.

8.1 stabilité des systemes bouclés

8.1.1 définition

Un systéeme est dit stable si, excité par une impulsion de Dirac, il revient a sa position
de repos. Il est instable dans le cas contraire.

Considérons un systeme de fonction de transfert F(p) excité par une impulsion de
Dirac. Puisque e(t) = §(t) alors E(p) = 1 et de ce fait :

S(p)=F(p)E(p)=F(p)
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La réponse impulsionnelle d’'un systeme est représentée par sa fonction de transfert.
La forme du signal de sortie va donc dépendre des pbles de celle-ci; il en sera par
conséquent de méme pour la stabilité. Or, on sait qu’'une fonction de transfert peut
toujours s’écrire sous la forme d’une somme de fractions rationnelles du premier ou du
second ordre :

A, B p+C,
Hp)=2, — = 42—
4 pi J1+7jp+p7

a, . [

n nj
En revenant au régime temporel, on peut écrire :

s(t)= > Ae” +) A" cos(a)jt + ¢j)
i J

Pour que le systéme revienne au repos, il faut et il suffit que les termes exponentiels

e”' et e“' tendent vers zéro avec le temps. Dans ces conditions, on peut énoncer le
théoréme suivant :

Théoreme :

Un systéme linéaire continu en boucle fermée n’est stable que si tous les pbles
de sa fonction de transfert sont a partie réelle négative, donc s’ils sont situés
dans le demi-plan négatif dédié a la variable complexe p.

8.2 critéres de stabilité d’'un systéme boucle

Considérons le systeme bouclé suivant:

E(p) + F(p) S(p)

R(p)

Figure 82- systeme bouclé

Sa fonction de transfert en boucle fermée s'écrit :
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D’aprés le théoreme précédent, ce systeme bouclé est stable si les poles de sa FTBF
sont a partie réelle strictement négative. Or, ces péles sont racines de I'équation :

1+ R(p)F(p)=0

Cette équation est encore appelée équation caractéristique. Pour vérifier la
condition sur les poéles, il faut les déterminer. Si ce travail est facile pour une équation
du second degré, cela devient plus ardu pour des degrés supérieurs.

On dispose d’autres méthodes pour veérifier cette condition:

* méthodes algébriques (Routh - Hurwitz , Mikailov), ces méthodes ne sont pas
au programme,

» méthodes graphiques (Critére de Nyquist, Lieux d’Evans).

8.2.1 Méthode graphique :

Nous n'étudierons qu'une seule méthode graphique, le critere du revers appliqué a
Black.

8.2.1.1 Mise en évidence de l'instabilité du systeme bouclé

@)+ <P [ rp S(p)

S'(p)

R(p)
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La FTBF s'écrit toujours : :; = () sortons le terme F(p) de la chaine

directe :
E(R) + £(p) o ro | oW
S'(p)
FPIR(P) |

Sl
ona : S (p)r(p)

&(p)
Supposons que R(p)F(p) = - 1. Ceci n'est pas aberrant en régime harmonigue. En

effet, si:

IF(jo)R(jw) =1
arg[F (jo)R(jo)|= =

S'(p)

Donc, si R(p)F(p) = - 1, alors ( ) =-1 et S'(p) = - &(p). Comme ¢(p) = E(p) - s'(p),
ep

R(p)F(p) =- 1, alors {

alors, S'(p) = S'(p) - E(p) et donc E(p) = 0. Nous avons affaire a un oscillateur, méme
si I'entrée est nulle, le signal de sortie ne I'est pas. L'énergie nécessaire provient des
alimentations de I'ensemble.

Conclusion : si R(p)F(p) = - 1, le systeme n'a plus besoin d'une entrée pour étre
piloté, pour produire une sortie, il est instable (tout se passe comme si E = 0).

Maintenant, le probléme est de positionner graphiquement la FTBO F(p)R(p) par
rapport au point - 1. Nous utiliserons pour cela deux théoremes que nous ne
démontrerons pas :

e Le théoreme de Cauchy.
e Le théoreme de Nyquist.
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8.2.1.2 Théoréme de Cauchy

Soit F(p), une fonction analytique de la variable complexe p. Soit Z le nombre de zéros
et P le nombre de péles de F(p) situés a l'intérieur d'un contour fermé (C) situé dans le
plan complexe. Lorsque p décrit le contour (C), alors F(p) décrit une trajectoire fermée

(') plus ou moins compliquée, située dans le plan complexe.

OO Z:zéros

Re

Figure 83- théoreme de Cauchy

)

Re

Si la trajectoire (I') entoure l'origine 0, alors elle ne peut le faire que N fois

avecN=2-P

8.2.1.3 Théoréme de Nyquist

Nous savons qu’un systeme est instable si un péle de sa fonction de transfert est a
partie réelle positive. Nous allons donc choisir un contour (C) qui englobe le demi-plan
complexe positif. Ce contour est appelé contour de Bromwich.
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Figure 84- contour de Bromwich

Pour observer la stabilité du systéme bouclé, il suffit de vérifier que 1+ F(p)R(p) = 0
n'a pas de racines dans le contour de Bromwich, ou encore tout simplement, de tracer
le lieu de transfert 1 + F(p)R(p) dans le plan complexe.

D’aprés le théoréme de Cauchy, si ce lieu n’entoure pas l'origine, alors 1 + F(p)R(p)
n'a pas de racines dans le contour de Bromwich. Il revient au méme de dire que, si
F(p)R(p) n'entoure pas le point (-1, 0), alors 1 + F(p)R(p) n’a pas de racines dans le
contour de Bromwich.

D’ou le théoreme de Nyquist:

Un systeme bouclé est stable si son lieu de transfert en boucle ouverte
n’entoure pas le point ( -1, 0).

Tout systéme bouclé, comme celui ci-dessous:

ER) + <P [ S(p)

S'(p)

R(p)
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peut se mettre sous la forme :
S(p)
F(P)R(p) 1UR(P) — 5

E(p) + &(p)
—>

<
<

S(p)__ 1 F(p)R(p)
E(p) R(p) 1+F(p)R(p)

part sa stabilité propre). Il reste a analyser la stabilité du systéme a retour unitaire de
fonction de transfert :

F(p)R(p) _F(p)R(p)
+F(p)R(p)  D(p)
Les pbles de cette fonction de transfert sont aussi les zéros du dénominateur D(p) : le
systéme est stable si les zéros du dénominateur sont dans la moitié gauche du plan
complexe.
Si p décrit le contour de Bromwich (C), F(p)R(p) = D(p) — 1 décrit un contour fermé (I')
d'équation : F(jo)R(jw).
Soit Z, le nombre de zéros de D(p), et P le nombre de pbles de D(p) a parties réelles
positives. Le contour de Bromwich (C) entoure ces zéros et ces pbles et le contour (I')
fait (Z — P) tours autour du point ( -1).
Le systeme est stable si Z = 0, donc si le nombre de tours est égal a (-P).
Si F(p)R(p) est initialement stable, les pbles de F(p)R(p), et donc de D(p), sont a
parties réelles négatives, P = 0. Par suite, le nombre de tours doit étre égal a zéro.

, le facteur 1/R est stable en général (sinon on étudie a

Im Im

Systéme stable Systéme instable

Figure 85- exemples d'application du théoréme de Nyquist
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En d'autres termes, pour que F(p)R(p) n'entoure pas le point ( -1, 0), il faut et il suffit
que :
. son nombre de podles et zéros dans le contour de Bromwich soit nul,

. ou que le nombres de poles positifs soit égal au nombre de zéros positifs.
Le point ( - 1, 0) est appelé point critique.

8.2.1.4 Critére du revers

Sauf cas particuliers, la structure des fonctions de transfert des systemes
monovariables est simple et permet de simplifier I'application du théoreme de Nyquist.
Le critére du revers s’énonce alors ainsi :

Si, en parcourant dans le plan complexe le lieu de transfert d’'un systeme en
boucle ouverte dans le sens des ® croissants, on laisse le point critique a
gauche, le systeme bouclé est stable. Il est instable dans le cas contraire.

Les figures suivante donnent quelques exemples d’application du critére du revers.

: 0
1 0 Re -1 Re
Premier ordre : systéme stable secgnd ordre : toujours stable
Im

\\j’/o R
Re 2 = €

1 : toujours instable
2 - stahle

Troisieme  ordre
possibilité d'instabilité

Figure 86- critere du revers dans le plan de Nyquist
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8.2.1.5 [Extension du critéere du revers au plan de Black

De la méme maniere que précédemment, on peut étendre le critere du revers dans le
plan de Black - Nichols. Le point critique est alors : 0 dB, - 180°.

- 180

instable

stable

Figure 87- critere du revers dans le plan de Black

Il est aisé de constater qu'un lieu, correspondant a un systéme stable et qui laisse le
point critique a gauche dans le plan de Nyquist, le laisse cette fois a droite dans le
plan de Black - Nichols (cf Figure 87).

8.2.1.6 Influence du gain sur la stabilité

Que se passe -t - il si on fait varier le gain statique k du systéme en boucle ouverte ?
On peut directement raisonner dans le plan de Black - Nichols.

En effet k étant indépendant de o, tracer le lieu de transfert en boucle ouverte, c’est
tracer pour chaque valeur de o les points d’affixe {k.|FTBO|, arg[FTBO]}. Donc si on
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fait varier k, seul le module k.|[FTBO| va étre affecté. Pour différentes valeurs de k, on
obtient donc une famille de lieux homothétiques.

On voit tout de suite, qu’en augmentant k, le lieu de transfert va s’approcher du point
critique. En effet, dans le plan de Black - Nichols, augmenter le gain déplace la Figure
88 courbe vers le haut. Ainsi sur la Figure 88, le gain ks rend le systeme bouclé
instable. Il existe donc une valeur kc du gain qui place le systéme bouclé a la limite de
I'instabilité (le lieu passe alors par le point critique). Cette valeur k¢ est appelée gain
critique. Elle définit la stabilité absolue.

-180

k3

instable

k2

k1

Figure 88- influence du gain k
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influence de la position des pdles d'une fonction de transfert sur sa
stabilité

AVRVAVE—
racines complexes imaginaires

racines complexes a : ; o
P pures : oscillateur; juste stabilité

partie réelle négative :

oscillations amorties o
\. racines complexes &
4 partie réelle positive :
oscillations  d'amplitude
croissante
INSTABLE
o °
STABLE
[
o
racine réelle positive
[
racine réelle négative

v
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8.2.1.7 Exemple de systeme stable ou instable selon le gain de la boucle de
retour :

Soit l'oscillateur sinusoidal a pont de Wien dont le schéma figure ci-dessous:

Vs

=
+ Z

[
* [

E

E1

Nous allons d’abord étudier deux montages simples, chacun composés de deux
fonctions de transfert complexes: A et B, et déterminer leur conditions d’oscillation.

E—& - s
+
S=Acs
e=E+B.S B
dou S=A.E+A.B.S
S= A E
~1-A.B

[montage a réaction positive]

1_AB —
dés lors S existe méme si E—>0

si A.B=1 alors
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S=Ac¢

e=E-B.S

d'ol S=A.E-A.B.S

S= A E
1+AB

[montage a réaction ni jative]

_)
1+AB 7
dés lors S existe méme siE -0

si A.B=-1alors

E=0, S#0, les montages sont des oscillateurs.
L’énergie nécessaire a la création d'oscillations provient de sources continues
alimentant un étage amplificateur (A par exemple).

- une condition de pulsation

A.Bl=1 / - une condition d’entretient
AB=-1=1""

Fonction A de l'oscillateur:

Soit le circuit:
V. =Ryl V, R,+R,
> —=——"
V,=(R,+R,)i] "V, R,
Ve
C’est un montage amplificateur.
77
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Fonction B de l'oscillateur:

c R o1
= v
E R - E
IT7 7 77
R
1 ACa)
Vo= jCa)+R+ 1 1 R+%Cw+jR2Ca)+2R
R+—— R?
i Col | _ V. _ JRCw+1 3R+ JR Ca)+%Ca)_ 1
- . v R 2
/ o ‘RCow+1
v - J_Clw I /
R+——
jCw
L'oscillateur:
[::. [nm )
+ s R
+ [
1 c k Vs
k=2 B
k1 A -

Ici le montage est a réaction positive (rebouclage sur la borne +). Ainsi la condition

d’oscillation est A.B =

R1+R2 ~ 3R+jR2C0)+%C(D_

1. Soit;

j

3+

RCw
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La partie imaginaire du membre de droite doit s’annuler étant donné que I'on a un réel

pur dans le membre de gauche, d’'ou:

1

R’C’w’ =1 siR et C sont donnés: [f = >-RC | condition

de pulsation.

R
Il reste R—1+1= 3= [R;= 2R2|| condition d’entretient.

2

Solution par "l'automaticien” :

La fonction de transfert B s'écrit en transformée de Laplace :

Vs (p) _ RCp

V,(p) 1+3RCp+R*C?p?

La fonction de transfert A correspond a un simple gain k.

_E® <N M)

+

A(p)

S(p)___B(p)  _ RCp
E(p) 1+A(p)B(p) 1+RC(3-k)p+R*C*p®

Posons RC = 1 pour simplifier :

S(pr) p

E(p) l+(3—k)p+p2
Trois cas se présentent :

1. k<3, les lieux de transfert ont I'allure suivante :
S(p)  p

Pour k=2 par exemple, on obtient :
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Nichols Chart

40 ;
0dB \-
30 //'O/.\é\S/ dB :
fbi,s dB “ | )
207‘_1,de 77 \’ T \ / TN 4

_-1dBL -

Open-Loop Gain (dB)

Open-Loop Phase (deg)

La fonction de transfert possede 2 poles :
-0.5000 + 0.8660i
-0.5000 - 0.8660i

elle s'écrit donc : P
(p+0,5-0,866)(p+0,5+ 0,866)
Lorsqu'on en fait I'analyse harmonique, on remplace la variable p par jo, d'ou :
Jjo N jo
(jew+0,5-,0,866)(jer+0,5+,0,866) (0,5+ j(w—0,866))(0,5+ j(w+0,866))
La phase de la fonction de transfert est :

=arct (2)—arct M —arct M
® g 0 g 05 g 05

a)—o,sssj [a)+0,866
— |—arctg| ————

limg, , =lim, [900— arctg[ D = 90°+59,99° — 59,99° = 90°

. , ®—0,866 @+ 0,866
limep, . =Ilim, _|90°-arctg| ——— |—arctg| ———

D = 90°—90° - 90° = —90°
0,5

Le gain en dB s'exprime par la formule :
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G = 20log () ~10l0g 0,5 + («+0,866)" | -10l0g 0,5” + (-0,866)

Le gain tend vers l'infini si o tend vers 0 ou vers l'infini.

Le lieu ne passe pas au dessus du point critique, il n'y a donc pas d'instabilité.

Impulse Response

Amplitude

04 \ \ \ \
0 2 4 6 8 10

Time (sec)

138



2.k=3
La fonction de transfert devient :

S(p)_ p _ p S(j) jo
E(p) 1+p* (p+/j)(p-7)
d'ou :

=qarct (gj—arct (—a)_'_lj—arct (_(0—1}
@ g 0 g 0 g 0

limp, ,=lim, {arctg (%J —arctg (GJTHJ —arctg (QT_:LH =90°-90°+90° =90°

limp, . =lim {arctg (%) —arctg (wT-i_lj —arctg (leﬂ =90°-90°-90° =-90°

d'ou la FTBF (fonction de transfert en boucle fermée) dans Black Nichols

Nichols Chart
20 T
System: f
Phase (deg): -90
Gain (dB): 10.5
Freq (rad/sec): 1.19
108 System: f |
Phase (deg): 90
Gain (dB): 2.63
Freq (rad/sec): 0.696
|
oL |
o
3
=
&
o -10- T
[=]
o
-
<
Q
Q.
o
-20 - System: |
[ ] Phase (deg): 90
System: f Gain (dB): -27.9
Phase (deg): -90 Freq (rad/sec): 0.0402
Gain (dB): -22.3 [ ]
-30 |- Freq (rad/sec): 13.2 B
40 ! \ \
-90 -45 0 45 90

Open-Loop Phase (deg)
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La réponse impulsionnelle ou indicielle donne le méme résultat :

0.8

0.6

0.4

0.2

Amplitude

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

On a un oscillateur sinusoidal. Il n'y a ni atténuation, ni amplification du signal, I'onde

Amplitude

Step Response

1

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

10 15
Time (sec)

Impulse Response

20 25

30

35

10 15 20 25
Time (sec)
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3. k>3
Prenons par exemple k=3,1
Les pbles de la fonction de transfert sont :

0.0500 + 0.9987i
0.0500 - 0.9987i

Cette derniére s'écrit :

S(p) . p
E(p) 1—0,1p+p2

S(p) p Jjo

= -
E(p) (p-0,05-,0,9987)(p—0,05+,0,9987)  (jw—0,05- 0,9987)(jw—0,05+ ;0,9987)

S(jo) _ jo
E(jo) (j(@-0,9987)-0,05)(j(w+0,9987)-0,05)

la phase est :

 areig(®)—aret w—0,9987 et w+0,9987
p=ardsty &7 0,05 &l 720,05
a)—0,9987j (a)+0,9987
— |—arct _—

=90°-87,13°+87,13°=90°
0,05 0,05

: ®
limp, ,= arctg(a) - arctg[

w—0,9987j (w+0,9987
— | —arct _—

=90°+90°+90° = 270°
0,05 —0,05

. @
lime, , =arctg (6) —arctg (

Le gain tend vers l'infini que ® tende vers 0 ou vers l'infini.
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La FTBF dans Black Nichols :

Nichols Chart

40 T
- -0dB
30 \ N . 0.25dB ! §
N T 05d8 - J \
20 L B I - - \ / - \/ S \‘ |
- P -1dB

107“ /// //// \\\\ /// \\\\ \\\ “‘7

@ Lol N TS L --3dB
T [ ! 7 2 (N S NS b Vo
§ T -7 | Phase (deg): 91.9 T
T [ / / 7 R o = N Vo !
< o E , , Gain (dB): -9.7 System: f Lo
s ;| Freq (rad/sec): 0.3 - Phase (deg): 269 lZdBL
R ' Gain (dB): -15.4 R

. . _ Freq (rad/sec): 6.09 L
] ’ [

| | \ \ ! |
oo L - ! o x,,77+—'*‘-20‘d;5
207 | S R : R
[ ! | ! ! !

[ ! ! I ! ! ! !

[ “ “ “ !

: (I ‘ h | | | ‘ ‘ ‘ |
a0 s IR
o ‘ ! ! j ! ‘ ot
AR | | IR

b : ‘ i \‘ ! | : o

L | I | | il

-40 :,LL,: ,,,,, Ll _ | | o [ w,4,OLd,B\
0 45 90 135 180 225 270 315 360

Open-Loop Phase (deg)

Le lieu de transfert passe au dessus du point critique lorsque o crott, i
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Voici la réponse impulsionnelle illustrant l'instabilité :

Impulse Response
10 T

Amplitude

-10 - |

-15 \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time (sec)
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8.2.1.8

degré de stabilité d’'un systéme

Apprécier le degré de stabilité d'un systeme c’est quantifier son éloignement de la
juste instabilité. En effet, il n'est pas possible de se contenter du gain critique k¢ et de
“se placer” juste un peu avant, et cela pour plusieurs raisons :

. si le lieu est trop voisin du point critique, alors on sait qu'’il présente une
résonance élevée; le systeme est faiblement amorti et le temps de réponse
est important;

. il faut se garder des variations de caractéristiques de I'amplificateur
qui pourrait amener k a sa valeur critique avec le temps;
. il ne faut pas oublier I'influence des retards parasites; ils ont un effet

déstabilisateur en déplacant le lieu vers les déphasages négatifs, et donc ils
déstabilisent le systéme bouclé;

. il ne faut pas non plus oublier que les processus physiques sont trés
souvent non linéaires, variant dans le temps et opérant en milieu bruité;

. enfin le modéle du systeme n’est peut-étre gu’'un modeéle approché, et
donc, le lieu de transfert réel ne coincide pas tout a fait avec le lieu modélisé.

Toutes ces considérations ont conduit les automaticiens a définir une « réserve » de
stabilité appelée robustesse. La stabilité doit étre une propriété robuste, c’est a
dire qui résiste a tous les problemes cités ci-dessus.

Les critéres qui servent a quantifier I'éloignement du lieu de transfert du point critique

sont:

la marge de gain Mg,
la marge de phase M,
la marge de retard Mg,

la marge de module M.

8.2.1.8.1 Marge de gain

C’est l'accroissement maximum autorisé a la pulsation ou :

arg[FTBO] = - 180°

Dans le plan de Black, elle se détermine facilement (cf Figure 89). La marge de
gain Mg s’exprime souvent en dB. Les valeurs typiques retenues pour une bonne
marge de gain sont :
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M, >6dB

G dB

Mc

Figure 89- marges de gain et de phase

8.2.1.8.2 Marge de phase

C’est la phase gu'il faut ajouter & arg[FTBO] lorsque |FTBO|qs = O (cf Figure 89). La
pulsation wcr correspondant a |FTBO|qs =0, s’appelle pulsation de croisement. Dans
le plan de Nyquist, c’est le point qui correspond au « croisement » du lieu de transfert
avec le cercle unité. Les valeurs typiques pour une bonne marge de phase sont :

30°< M, <60°

8.2.1.8.3 Marge de retard

Un retard introduit un déphasage pur proportionnel a la pulsationg =-7T,. On peut
donc convertir la marge de phase en une marge de retard, le retard toléré étant alors
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8.2.1.8.4 Marge de module

La marge de module mesure la distance entre le point critique et le lieu de transfert en
boucle ouverte. Dans le plan de Nyquist, c’est le cercle de centre ( -1, 0) tangent au
lieu de transfert (cf Figure 90). Il résulte de cette définition que :

M, =1+ FTBO|

Im

o.
1% FTBO| ° Re

/

Plan de Nyquist

G dB
K 0
\(DR o
Q)
Plan de Black

Figure 90- marge de module
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Dans le plan de Black, le point de tangence du lieu avec le contour d’amplitude
maximum correspond a la pulsation de résonance. On peut donc définir la marge de
module par :

FTBO
1+ FTBO

M

MAX

Une marge de module raisonnable est telle que :

M, <23dB

Dans ces conditions, un facteur de résonance supérieur a 2,3 dB donne une faible
robustesse.

8.2.2 Stabilités réguliere et non réguliére

8.2.2.1 Stabilité réguliére

Seuls les systemes d’ordres inférieurs a 3 sont stables si on les boucle. Pour les
autres, tout va dépendre de la valeur du gain en boucle ouverte.

8.2.2.1.1 k <kc

Le lieu de transfert en boucle ouverte est tangent a un contour Qgs. Ce contour
représente I'amplitude de la résonance en boucle fermée.
G dB

20 |Og ke

Figure 91- stabilité réguliére
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Le point de tangence donne la pulsation de résonance wg. L'intersection du lieu avec
I'axe des gains donne la pulsation critique ou pulsation d’oscillation wo. En effet, si
nous augmentons le gain k, le lieu se déplace longitudinalement, et pour k = kc le lieu
passe par le point critique : on constate que la pulsation correspondante est bien .

82212 K>Kkc

Le systeme est instable en boucle fermée. La sortie est oscillatoire et devrait,
théoriguement, tendre vers linfini en amplitude. De telles oscillations devraient
logiqguement détruire le systeme. En pratique, les non-linéarités de celui-ci limitent
I'amplitude de l'oscillation : par exemple, un amplificateur va se saturer a la tension
d’alimentation.

Si maintenant on mesure la pulsation de ces oscillations, on trouve wo La sortie
évolue autour d’'une valeur moyenne sy avec cette pulsation. La valeur sy est fixée par
I'entrée de consigne Ey et le gain statique G en boucle fermée :

svy =G.Eq

On dit encore que le systéme “pompe”, (cf Figure 92).
s(t)

Sm

Figure 92- pompage d'un systéeme

On a bien sOr wg = 27/Tosc

Conclusion : Un systeme bouclé d’'ordre n > 2, qui pompe si on augmente trop le
gain, est appelé systeme a stabilité réguliere.
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8.2.2.2 Stabilité non réguliére

De nombreux asservissements ne se comportent pas comme des systéemes a stabilité
réguliere lorsqu’on fait varier le gain k.

8.2.2.2.1 Systémes toujours instables

lIs ont dans leur FTBO un pdle nul multiple, par exemple F(p): #
p*+7p)
Im
@
-1 0
Re

Figure 93- systemes toujours instables

8.2.2.2.2 Systemes apparemment toujours stables

by

Ce sont des systemes du second ordre a gain élevé ou des systéemes d'ordres
supérieurs apparemment correctement réglés, sur lesquels interviennent des retards
parasites. Ces retards sont souvent imprévisibles. lls font partie de la technologie du
systéme. Tout se passe comme si le lieu de transfert en boucle ouverte se déplacait
dans le sens des déphasages négatifs. Cela peut suffire pour rendre un systéme
instable, méme s'il est du second ordre.

8.3 précisions des systemes asservis

Le role des systemes asservis est de faire suivre a la sortie s(t) une loi fixée par e(t),
avec pour idéal g(t) = e(t) - s(t) = 0. En pratique, que peut-il se passer ?

* I’'entrée varie : le systeme fonctionne en suiveur et réalise la fonction
asservissement;

* I’entrée est constante mais un signal de perturbation peut venir se
superposer au signal utile en un point quelconque de la chaine. Le fait de
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maintenir ¢ = 0 malgré cette perturbation impose que le systeme fonctionne
en régulateur.
En fait, les deux sources d’erreur sont présentes simultanément, mais en vertu du
théoreme de superposition, on peut écrire que :

e(t) = ee(t) + gp(t), avec
e £o(t) signal d’erreur di aux variations de I'entrée,

o gp(t) signal d’erreur da a la perturbation.

Les expressions de gq(t) et de gy(t) se calculant séparément, nous pourrons revenir
ensuite a la forme générale e(t).

P(p)

E() + ®) + +l SP)
® SO i) 4®_> FP) | e

Figure 94- systéme asservi : cas genéral

Nous nous intéresserons dans ce paragraphe a l’erreur permanente, c’'est a dire
I'écart qui subsiste en régime permanent. Cette erreur est encore appelée erreur
statiqgue. En appliquant le théoréme du retard, nous pouvons eécrire que
e=lim__ elt)=lim , pe(p

8.3.1 Systeme sans perturbation et a entrée variable
On a P(p) =0, et en posant F(p) = F1(p).F2(p), il vient : e(p) = E(p) - F(p).&(p)

D'ou : &(p)= E(p)ﬁ(m ou encore :

)= 2

1+ FTBO

Ainsi, I'écart ¢ est lié d'une part a la forme du signal d'entrée et d'autre part a la forme
de la FTBO.
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8.3.1.1.1 Influence de I'entrée :

Si I'entrée est un échelon, I'écart est appelé écart de position et est noté ep.
Si I'entrée est une rampe, I'écart est appelé écart de trainage et est noté «..
Si I'entrée est une parabole, I'écart est appelé écart en accélération et est noté &,.

8.3.1.1.2 Influence de la FTBO :

La forme de la FTBO dépend du nombre d'intégrateurs qu'elle contient. D'une maniere
générale :

FTBO = k”ND((p)) avec N(0) = D(0) = 1, n est appelé classe du systeme.
p D\p

8.3.1.2 Systéme de classe 0 (pas d'intégrateur)

_kN(p) onc &(p)= S 2o
o0 g e 101y £
D(p

8.3.1.2.1

. L'écart de

Un échelon d'amplitude E admet pour transformée de Laplace E(p)zg
p

position est alors :

: : E D(p) :
=1 =1 —————~—— Soit :
gp |mp_>0 pg(p) Irnp—>0 p p D(p)+ kN(p) SOl
s E
P14k
8.3.1.2.2 entrée en rampe (en vitesse)
L'écart de trainage est de la méme maniere :
: - E _ D(p)
gt Imp—>0 pg(p) Imp—>0 p pg D(p)+ kN(p)
donc :
g, —>®©

8.3.1.2.3 Entrée en parabole (en accélération)
En conséquence de ce qui a été calculé précédemment, il vient :

E, >0

Conclusion : Un systéme de classe 0 ne suit ni en vitesse, ni en accélération.
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8.3.1.3 Systeme de classe 1 (un intégrateur)

La FTBO s'écrit maintenant :

I B S Dle)
FTBO—ka& j (») E(p)mf_,y) E(p) pD(§)+iN(p)
rD(p

8.3.1.3.1 Entrée en échelon
On remplace E(p) par sa valeur :

: E  pD(p)
e, =lim_,p—-
7 p pD(p)+kN(p)
¢,=0
8.3.1.3.2 Entrée en rampe
De la méme maniére :
- E  pD(p) .
= I —_— y t .
e P oD () k()
E
g =—
k
8.3.1.3.3 Entrée en parabole
- E  pD(p) .
g, =lim _,p—- , SOit :
777 p* pD(p)+kN(p)
&, —> 0

Conclusion : un intégrateur annule I'écart de position et rend fini I'écart de trainage

8.3.1.4 Systéme de classe 2 (deux intégrateurs)

La FTBO s'écrit FTBO = (p) d'ou

p*D(p) )
. D
e(p)= E(p)m = £( )pZD{;a)+pkN(p)

p*D(p)

8.3.1.4.1 Entrée en échelon

2
g,=lim_ p£~ p*D(p) , Soit :

p p°D(p)+kN(p)
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8.3.1.4.2 Entrée en rampe

: E  p’D(p) .
=1 — , SOit :
e P ()N (p)
g —>0
8.3.1.4.3 Entrée en parabole
: E  p*D(p) -
=lim — , SOit :
Fo T e P D)+ kN ()
E
£, > —
‘k

Conclusion : Dans un systeme de classe 2, les écarts de position et de trainage
sont nuls et I'écart en accélération devient fini.

8.3.1.5 Dilemme stabilité précision

Les résultats précédents peuvent étre résumes ainsi :

précision Classe 0 Classe 1 Classe 2
€p E 0 0
1+k
£t o E 0
k
€a 0 0 E
k

On constate que plus k est grand, plus la précision s'améliore. Mais par ailleurs,
I'accroissement du gain en boucle ouverte finit par provoquer le pompage et
déstabiliser I'asservissement.

Le choix du gain en boucle ouverte résulte d'un dilemme :

ou bien on choisit k faible pour étre tranquille du c6té de la stabilité, mais
I'asservissement est mou et peu précis,

ou bien, pour améliorer la précision statique, on raidit I'asservissement en augmentant
k : on tombe alors sur le pompage et l'instabilité.

C'est le classique dilemme stabilité précision ou raideur pompage.

8.3.1.6 Systeme avec perturbations seules

hY

On travaille désormais a entrée constante donc en régulateur. On s'intéresse aux
variations de la grandeur de sortie As(t) dues a une perturbation p(t) . La fonction de
transfert de la perturbation s'écrit : (cf 7.1.4) :

S(p) __ F(p)
P(p) 1+F(p)F(p)
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8.3.1.6.1 Systeme de classe 0

Posons F,(p)=k, Ni(p) o F,(p)=k, No(P) vec N1(0) = N»(0) = D1(0) = D»(0) = 1,

D,(p) D,(p)
Il vient alors :
i, Ve (»)
)=o), )~ " G N )

8.3.1.6.1.1 Perturbation fugitive

Une perturbation fugitive possede une durée tres breve, on peut la considérer comme
une impulsion d'aire Po. Donc P(p) = Po. Ainsi :

k
As = lim S(p)=lim P —=2—=0
p—0 p (p) p—0 p 0 1+ k1k2

La perturbation fugitive est annulée.

8.3.1.6.1.2 Perturbation permanente
Le cas le plus courant de perturbation permanente est la perturbation en échelon (par

, . P ..
exemple : couple résistant sur en arbre moteur). On a donc : P(p)=-"et la variation
p

due a cette perturbation sur la sortie peut s'écrire :

. . P .
As =lim pS(p):hmp_,op?o- , SOt

"2
1+ kyk,

__bk
1+ kk,

La variation de la sortie due a une perturbation constante est proportionnelle a
I'amplitude Py de la perturbation et inversement proportionnelle au gain de la chaine
directe. Comme k; est au numérateur, on a intérét a prendre k; le plus grand possible,
au risque de déstabiliser le systeme.
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p(t)

Perturbation fugitive

Perturbation en échelon
Po

s(t)

Sf /\/ 7 . -
\ As Régime final

St N4

Figure 95- influence des perturbations (systeme de classe 0)
Pour étre efficace, I'amplificateur réglable doit étre placé en amont de la perturbation.

8.3.1.6.2 Systéme de classe 1

8.3.1.6.2.1 Intégrateur en aval de la perturbation

On a Fz(p):M d'ou :

PDz(p)
il (o).r)
_ ’ pD,(p _ ko N, (p)Dy(p
)=o) — T, 0 PP (D4 () kM PV, )
Di\p) ~ pD,\p

La perturbation fugitive est bien sdr annulée. Dans le cas d'une perturbation
permanente :

0.k

. . P, .
As =lim,_; pS(p)=1lim P , SOit :

12
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La variation de la sortie est toujours fonction de Py mais n'est plus fonction de k,. On a
donc intérét a prendre ki le plus grand possible et a le placer en amont de la
perturbation, mais cela se fera encore au détriment de la stabilité.

8.3.1.6.2.2 Intégrateur en amont de la perturbation

On a cette fois F,(p)=k, ;ijl({p)) , il vient :
e W)
’ DZ _ kZNZ Dl
SOV=P) 507 W)™ (oI () ko, (V)
' le(p) ’ Dz(p)

Comme précédemment, la perturbation fugitive est annulée, mais la perturbation
permanente aussi. En effet :

. . P, pk
As = lim S(p)=lim 2.2 =0
p—0 p (p) p—0 p p klkz

conclusion : Un intégrateur placé en amont d'une perturbation annule ses effets.

p(t)

Perturbation fugitive

Perturbation en échelon
Po

s(t)

Sf /\/

S'f

Figure 96- effacement de I'effet des perturbations
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8.3.1.6.3 cas d’'un systéme quelconque

Le systeme est cette fois sollicité par des variations d’entrées et des perturbations. Le
théoreme de superposition s’appliqgue et on constate que, sauf dans le cas d'une
intégration placée le plus en amont de la chaine directe, il est impératif d’augmenter le
gain pour obtenir une meilleure précision.

Comme il n'est pas possible de trop toucher cette grandeur a cause de la stabilité, une

solution consiste a placer un intégrateur en amont de la chaine, donc juste derriere le
comparateur : c’est la place du correcteur.

Un correcteur intégral :
e Annule I'effet des perturbations,
e Rend I'écart de position nul et I'écart de trainage fini.

C'est I'outil de la précision statique

8.3.1.7 conclusion

La boucle fermée procure des avantages indéniables : une grande partie des
perturbations, y compris les défauts et dérives de ses propres composants, sont
automatiqguement effacés par I'effet de la contre-réaction.

La boucle fermée a aussi ses inconvénients :

* la précision et la fidélite de la regulation ou de l'asservissement seront
étroitement liées a la précision et la fidélité du capteur de mesure utilisé pour
le retour, mais également a la précision et a la fidélité de la consigne;

* le comportement dynamique de la boucle est aussi li€ aux composants; un
mauvais choix, une mauvaise conception, des effets de retard peuvent
amener le pompage, alors qu’a priori, il n’avait pas lieu d’étre;

* la réaction du régulateur n’a lieu que s'il y a variation sur son entrée, ce qui
signifie que des effets perturbateurs sur le processus ne lui sont transmis
qgu’avec un retard au moins égal au temps de réponse du processus ; ce délai
peut parfois étre génant; on dit que la boucle, telle qu’elle est concue
actuellement, n’anticipe pas.
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9 Correction des systémes asservis continus

9.1 aspect qualitatif de la correction

Un systéeme asservi doit étre suffisamment robuste pour garantir trois niveaux de
performance :

sa stabilité,

une bonne précision statique,

une rapidité suffisante.

Le gros probléme est que ces trois criteres sont contradictoires : la précision comme la
rapidité sont liées au gain, mais trop de gain peut avoir un effet déstabilisant.

Corriger un systeme asservi, c’est assurer une compatibilit¢ entre ces critéres
contradictoires et le correcteur sera I'élément “intelligent” qu’on ajoutera au systeme
initial pour assurer cette compatibilite.

Les formes les plus courantes qui s’ajouteront a I'action proportionnelle, c’est a dire le
gain en boucle ouverte, sont :

 l'action intégrale qui assurera une bonne précision statique,
 I'action dérivée qui assurera un temps de réponse correct.

Ces actions s’effectuent en regle générale sur le signal derreur &, seul moyen
d’observer réellement la proximité ou I'éloignement du but recherché.
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9.1.1 loi de commande proportionnelle

Elle s’écrit: u, = G, ¢

On constate donc qu’elle permet de doser la commande en fonction de I'éloignement
du but cherché: plus I'écart est important plus la réaction doit étre vive. L'effet sur u,
peut se faire sentir de plusieurs maniéeres.

9.1.1.1.1 Action sur G

* Si G, est grand, la correction est énergique mais n'est pas sans danger
(pompage).

* Si G, est faible, la correction est molle et lente, mais il 'y a pas de risque;

9.1.1.1.2 Bande proportionnelle

Si le gain G, est moyen et constant, son effet ne se fait sentir que si I'écart ¢ est
important; toutefois un écart trop important risque de saturer 'amplificateur.

Ur

Usat

- EMAX

EMAX

Bande
proportionnelle

Figure 97- bande proportionnelle

On constate qu'au dela de gyax , I'action u, n‘augmente plus. La plage d’erreur pour
laquelle u; = G, ¢ est appelée Bande Proportionnelle (BP). Ses propriétés sont les
suivantes :

» elle est disposée symétriquement autour du point de fonctionnement
(consigne);

 elle s’exprime en % de I'étendue d’échelle de I'entrée;
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. : . . 1
* elle est inversement proportionnelle au gain et s’exprime par : BP% = %

I

Le tableau suivant donne la correspondance de quelgues valeurs.

G| 00204 (05]08| 1 (121418 2 [25]| 3 4 5 | o

BP | « |[500|250|200|125|100|83, |71, |55,|50 |40 (33,2520 O
% 31415 3

* la BP est toujours une valeur positive et le produit G..BP reste toujours
constant;

» pour les régulateurs industriels, les plages de réglage s’étendent usuellement
entre 0 et 200%.

Donc, plus le gain est élevé, plus la BP est réduite; en cas d’erreur importante
supérieure a eyvax, la sortie du régulateur sera saturée et n‘aura pas plus d’effet sur
'actionneur que si on avait eguax. La rapidité de réponse en subit donc les
conséquences : on al'impression d’étre en boucle ouverte.

9.1.1.1.3 Erreur statique

La loi de commande proportionnelle a encore un défaut et non des moindres :
si ¢ = 0, alors ur = 0, le processus n'est plus alimenté! La loi de commande
proportionnelle doit donc s’écrire :

Ur = Gy € + U,

ou uyp est une tension résiduelle nécessaire, mais qui va provoguer une erreur
statique. Cette notion ne nous est pas inconnue : I'erreur statique diminue lorsqu’on
augmente le gain, mais elle peut étre importante si celui-ci est faible. Il est évident que
le décalage du point de fonctionnement décale le phénomene puisque nous avons
ecrit que :

e - E
P14+ G,

Conclusion : la commande proportionnelle est franche mais son emploi est limité.
L’analogie avec la conduite d’'une voiture est intéressante a faire; nous dirions: «rien
ne sert d’écraser I'accélérateur pour essayer d’atteindre une vitesse désirée en un
temps trés bref» ; c’est un résultat qu’on ne pourra, de toute facon, pas obtenir
puisque l'injecteur d’essence a une section limitée (effet de saturation).
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9.1.1.1.4 loi de commande intégrale

L’action proportionnelle se montre donc insuffisante pour régler, seule, les
imperfections d’'un systeme, en particulier, lorsque désire obtenir une précision
inférieure a l'erreur statique. Comme pour la conduite d’'une voiture, au lieu d’écraser
I'accélérateur, on peut avoir avantage a assurer une commande u, plus progressive.
Cette commande est obtenue par une loi intégrale :

ur(t):%jg(x)dx

1

Ti est la constante d’intégration : c’est le temps au bout duquel la sortie a répété
I'entrée.

t=ty+T;

Figure 98- constante d'intégration

Si to est pris comme origine des temps, on a:

4

E )
u. =F~t doncu,=Eett=ty+ Ti

i

Si ¢ varie brusquement, la sortie u; augmente progressivement, assurant un
démarrage doux au processus. T; sert donc a gérer la vitesse de correction et doit
étre accordée a la constante de temps dominante T qui mesure linertie du
processus. «étre accordée » signifie étre du méme ordre de grandeur que T. En effet :

* si T; est trop petite, le signal u, augmente trop vite sans laisser au
systéme le temps de réagir : la commande n’a pas d’effet;

. inversement, si Ti est trop grande, cette action augmente linertie du
systeme et il en résulte un démarrage beaucoup trop mou.
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Bien dosée, la commande intégrale ne réagit donc pas instantanément aux variations
brusques du signal d’erreur comme la commande proportionnelle. Elle assure un
rattrapage progressif de la consigne jusqu’a ce que I'erreur statique soit éliminée.
L’action intégrale présente un autre avantage important sur la commande
proportionnelle : il n’existe plus de relation, maintenue dans le temps, entre la valeur
du signal de réglage u; et la valeur de I'écart «.

Ur

Figure 99- forme du signal d'erreur intégré

Ainsi, lorsque ¢ = 0, u; ne l'est pas obligatoirement : donc le signal de commande
nécessaire pour obtenir le point de fonctionnement est toujours présent.

Conclusion : la loi de commande intégrale est donc progressive. On dit encore
gu’elle est persévérante. Tant que l'erreur statique (¢ > 0 ou ¢ < 0) existe, lI'action
intégrale agit (positivement ou négativement) jusqu’'a ce que celle-ci s’annule.
Toujours par analogie avec la conduite d’une voiture, rien ne sert de conduire par a-
coups : il vaut mieux appuyer progressivement sur I'accélérateur, laisser la voiture
atteindre la vitesse désirée, puis conserver celle-ci en maintenant le pied a la méme
hauteur.

9.1.1.1.5 loi de commande dérivée

L’action intégrale élimine I'erreur statique laissée par I'action proportionnelle, et en
regle générale améliore le comportement de I'asservissement. Il est encore possible
de perfectionner le fonctionnement en tenant compte des variations de la grandeur de
sortie.
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Considérons, par exemple, la régulation de vitesse d’'un alternateur couplé sur le
réseau : cette vitesse est inférieure de 5 % a la vitesse de consigne a un instant
donné. Qu’est-ce que cela peut signifier ? Il faut certainement agir sur I'actionneur
mais pas n’importe comment car :

* lavitesse est peut étre en train de diminuer ou d’augmenter, ce qui veut
dire qu’il faut agir en plus ou en moins selon le cas,

. il faut tenir compte également de la vitesse d’évolution de cette variation :
en effet une diminution rapide de la vitesse demanderait une réaction
energique.

La dérivée du signal d’erreur fournit cette information et 'on va créer pour cela le
terme :

T4 a la dimension d’'un temps, et comme la constante de temps intégrale, elle permet
de doser 'action dérivée.

Uy

Figure 100- effet de la mesure de la dérivée
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On constate Figure 100, que l'action dérivée est proportionnelle a la « pente» du
signal d’erreur. Quand ce signal ne varie pas (¢ = 0 ou constante), alors la grandeur de
réglage est nulle, ce qui expligue d’ailleurs que cette action ne soit jamais utilisée
seule, puisqu’elle ne corrige pas un écart constant. On l'associe avec une action
proportionnelle.

Conclusion : La loi de commande dérivée est eénergique lorsque le signal d’erreur
varie fortement (un front raide conduit & une valeur infinie). Elle n’a aucun effet dans le
cas contraire. Toujours par analogie avec la conduite d’une voiture, on peut comparer
I'action dérivée au brusque coup qu’on donne sur I'accélérateur pour faire « réagir » la
voiture lorsqu’on la sent poussive (par exemple dans une cé6te). L'apport brusque
d’essence dans le carburateur permet de vaincre les forces d'inertie et, lorsque la
voiture a repris une allure normale, on peut « relacher » I'accélérateur.

9.2 Principes de la correction

Il faut bien avoir a I'esprit qu’un processus est un tout, avec ses qualités mais aussi
ses défauts. Il n’est pas modifiable et ses réactions ne sont pas toujours celles qu’on
aimerait qu'il ait. Le correcteur devra donc lui envoyer le signal approprié afin qu'il
modifie son comportement vers le but fixé.

9.2.1 Principes

Considérons un systeme bouclé soumis a une entrée de commande et & une entrée
de perturbation (Figure 101).

P(p)

J
S(p)
EP) * SR J cp) F1(p) ;@)—» F0) | e »

Figure 101- systeme perturbée

9.2.1.1 Principe 1

On sait que la perturbation peut étre annulée si la chaine directe comporte un
intégrateur en amont de cette perturbation. Dans ces conditions, si F; ne comporte
pas d'intégrateur, C(p) en comportera au moins un.
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9.2.2 Principe 2

La constante de temps de lintégrateur peut compenser la constante de temps
dominante du processus.

9.2.2.1 Principe 3
La perturbation étant annulée, la FTBF s'écrit :

_S(p) _ Clp)F(p)F(p) _ C(p)F(p)
= o) T R (R () T+ COF(p)

On va déterminer C(p) pour que la FTBF soit une fonction de transfert H(p)
convenable que I'on s'impose a priori. Celle-ci s'écrit :

)= SO o)) = (o) o)) (), dome

H(p)
F(pli-H(p)]

C(p)=

Un choix arbitraire ou trop contraignant sur H(p) peut conduire a l'impossibilité de
construire C(p).
En regle générale, on s'oriente vers une FTBF du deuxieme ordre :

o d'amortissement assez €élevé pour éviter les dépassements abusifs (£~ 0,7),

. de pulsation propre w, aussi élevée que possible (bande passante large,
donc t; meilleur),

. de gain statique égal a 1 ce qui assure un écart de position nul en régime
permanent. D’ou le modele de la FTBF :

H(P)=;2

1+2—§p+p—2
0] ,

n

S’il s’avere gqu’on ne puisse se limiter & un modéle du second ordre, on peut envisager
de placer des pobles supplémentaires, dans le plan complexe, loin de l'axe des
imaginaires. En régime harmonique, ils correspondent a de faibles constantes de
temps ou a des pulsations propres élevées. Les pbles dominants seront ceux
correspondants a la fonction du deuxieme ordre recherchée, les autres n’auront pas
d’influence. Le systéme bouclé se comportera alors comme un second ordre
eéquivalent.
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9.2.3 Principe 4

Le correcteur doit étre physiqguement réalisable, ce qui impligue que le degré du
numeérateur de sa fonction de transfert soit inférieur ou égal au degré du
dénominateur.

9.24 Principe 5

Une fois le modele de correcteur choisi, il faudra vérifier par simulation ou par tout
autre moyen analogue que I'ensemble de la chaine correctrice fonctionne
normalement (pas de saturation intempestive en particulier).

9.3 application a un systéme du premier ordre

Soit le systéme du premier ordre F(p) =

dont on désire améliorer la précision
1+zp

statique et la rapidité de réponse en boucle fermée. On sait que I'écart de position est
dans ce cas:

)

E
=—— etle temps de réponse t, = 3 1.
71+ k P P r

9.3.1 Calcul du correcteur

D’aprés ce qu’on a écrit dans le paragraphe précédent on veut :

H(p) 1
c(p)= avec H(p)=—
F(pJi-H(p)] 1, 2,7
a)n a)if
soit : C(p) = L — soit encore :
_k %, P
l+rplo,” o’
Clp)= rp = 20k Ltep et donc :
p L2 Ply, P
fgret) b

G.(1+ 1
C(p):”(—z-p) avec Gr :& et 7 =——

p+Tp) 28k 280,
Ce correcteur est physiquement réalisable car le degré du numérateur est inférieur a
celui du dénominateur. Il contient aussi un intégrateur, ce qui permettra d'annuler
I'erreur statique. Décomposons C(p) en éléments simples, il vient :

a
c(p)=G |4
() {p+1+Tp

}Da:lﬂb:r—T.

Donc :
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1 -7 w, |1 -T (N ]
C(p)=G,| =+ = | Z4 , comme o, =———, il vient :
p 1+Tp| 2&k|p 14+Tp 2&k

1 1 -7
C(p) = 2 —+
AE*KT|p 1+Tp
Le correcteur est constitué de I'association d'un intégrateur et d'un filtre passe-bas.

1
Tp
&(p) S Udlp)
Y
] |
1+7p

Figure 102- schéma fonctionnel du correcteur

A l'aide d'amplificateurs opérationnels, ce correcteur se concrétise par le montage ci-
dessous : G

. i :
:l —

R
> «©
+ Ur
/777 +
£ c T
||
| |
o—{ e
Rs e
: > «©
R
—— M
+
/777

R
OnaTi=RiCi, T=R,Ch, et G =_2

3

Figure 103- réalisation concréte du correcteur a l'aide d'ampli-op
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9.3.2 Evaluation des parameétres réels

Supposons que I'on veuille diviser par 10 le temps de réponse du systéme en boucle
ouverte, cela nous impose :

37
t,=—
10
Pour & = 0,7, alors t.o, = 3 (cf Figure 71). On en déduit que o, :E. Comme
T

o -1 -1 _r_ o071,
26T 14-T

La fonction de transfert s'écrit :

C(p)= L J1, 688 1o, prenantk = 1 et t = 1s, on a alors :
Oldkz| p 1+0071p

1 6,68
C(p)= +
0l4p  1+0,071p

, 0N pourra choisir :
R; =100 kQ, C1 = 1,4 uF, R,=150kQ, C, = 0,47 uF, et Rz = 22 kQ.

9.3.3 Simulation de fonctionnement

Intéressons nous au signal de réglage U.(p), on a:

Ur(p) = C(p)e(p) = C(P)[E(p) - S(p)] = C(P)E(P)[1 - FTBF]

W) b ()-8 ()
(»)]

F(pli-H

Remplacgons par les valeurs trouvées dans le paragraphe précédent :

1+p
U. = E
' (p) 1+014p + O,Olp2 (p)

Si e(t) est un échelon d'amplitude E. L'expression du signal de réglage est alors :

U (p)= p(;goj 4(11p++p1)oo) = u,(r)= El-13,06¢ " cos(y/511 + 4 )| avec ¢ = 85,6°.

Tracons I'évolution dans le temps de ce signal, nous constatons qu'il passe par un
maximum pour t = 0,12s. Son amplitude vaut alors umax = 4,96 E.
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Supposons que l'amplificateur de sortie soit alimenté en + 12 volts, sa sortie pourra
évoluer linéairement entre ces deux bornes. Cela signifie aussi qu'il y aura saturation
des que |4,96.E| > 12 V, soit |E| > 2,4 V.

Ainsi, des variations de consigne supérieures a cette valeur seront inacceptables, le
systeme fonctionnant alors en régime linéaire. Si la consigne est prévue pour

fonctionner entre - 5V et + 5V, alors nos ambitions sur le temps de réponse étaient
trop élevées, il faudra donc les revoir a la baisse.

9.4 Fonctions de transfert et structures des correcteurs

9.4.1 Fonctions de transfert

Aux trois lois de commande correspondent les fonctions de transfert de chacun des
correcteurs élémentaires :

9.4.1.1 Commande proportionnelle
ur(t) = Gr.e(t) soit : C(p) = G..

9.4.1.2 Commande intégrale

ur(t) =

N

i

t
jg )dx soit C(p)= 1
i 0 T.p

9.4.1.3 commande dérivée

t T—SO|tC T
ur(t) = " (p) =Tap
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9.4.2 Structures des correcteurs

Le correcteur proportionnel est un simple amplificateur opérationnel monté en gain
variable. Nous nous intéresserons aux correcteurs intégral et dérivee.

9.4.2.1 Correcteur intégral

Le schéma de base est celui ci-dessous :

- |
&(p) © bw

C
|
|

Ui(p)

Figure 104- intégrateur pur

Si on pose T; = RC, sa fonction de transfert s'écrit :

9.4.2.2 correcteur proportionnel et intégral

La loi de commande s'écrit : u(t)=G, (e +Tij'gdt] = C(p)=G, (HTL]
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Le schéma du correcteur est donné ci-dessous :

R
+
&(p) 7T .
. 7777
| I
R
. >
R
L H
+
7777

Figure 105- correcteur PI

En tracant la réponse harmonique dans le plan de Bode, on constate que la correction
Pl n'affecte que les basses fréquences. Elle raméne un gain infini pour
o = 0, c'est a dire en régime statiqgue. Dans ces conditions, I'écart de position est

) . 2 . .
annulé. A partir de o = = le correcteur PI n‘a quasiment plus d'influence.

i
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Figure 106- réponse harmonique du correcteur PI

Exemple introductif aux correcteurs Pl : I'action intégrale

Afin d’améliorer la précision statique, on désire augmenter le gain en basse fréquence sans modifier le
degré de stabilité.

Le plus simple serait d'introduire un intégrateur pur qui donnerait un gain infini dans le domaine des
basses fréquences et de ce fait entrainerait une erreur de position nulle. Malheureusement ce
correcteur aurait pour effet de déstabiliser le systéme en ajoutant 90° de phase a toutes les fréquences.

Le correcteur suivant, appelé correcteur PI, C(p)=1+Tp=1+i—>c(t)=e(t)+ije(t)dt
Tp Tp T

possede un gain infini pour les basses fréquences sans ajouter de phase a la fréquence critique.

Ce correcteur possede une action proportionnelle et intégrale d’ou le nom de correcteur PI.

Ce correcteur n'influence pas la phase pour les ® < 10w¢c. Pour ® = 10 oc, la phase ajoutée n’est plus
que de 5,7°.

r
T T

En effet : ¢ = arctan Tlo —arctan % =84,28—-90=-5,7°

Placement du correcteur Pl :
Son role essentiel est d’annuler I'erreur statique de position sans altérer les performances initiales du
systeme.
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Si, initialement sans correction, le systeme posséde une marge de phase suffisante (Ap > 45°), on peut
placer le correcteur prés du point wco ou G = 0 dB, jusqu’a oc/4.

Si le systéme ne posséde pas de réserve de stabilité suffisante (Ap < 45°), il faut placer le correcteur a
une décade avant le point mco ou G = 0 dB, de maniére a ne pas ajouter de phase.

Exemple : soit H(p)

10

0,012 +0,1p+1

orad/s |0 3,2 6,6 8,3 10 17,2 15 16,3 22 32,4 57,6
G dB 20 20,4 21,2 21 20 17,8 14 12,7 7,2 0 -10,2
Q° 0 - 20 - 50 - 70 - 90 -110 - 130 - 135 - 150 -161 -170

40

-270 -225 -1

La marge de phase est insuffisante et la précision peut étre améliorée :
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Step Response

15

0.5

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Si nous adoptions un correcteur intégral pur, nous aurions :

dont le lieu de Nichols est :

11
p 0,01p>+0,1p+1

FTBO =

-45

-90

-135

-180

-225

-270

-315

-360



En retardant tous les points de la courbe de 90°, le correcteur intégral pur a déstabiliser le systéme. Le
lieu de la FTBO passe désormais par le point critique.

Le correcteur Pl va permettre de corriger efficacement ce systtme en n'augmentant le gain que des
points de basse fréguence.

Nous nous trouvons dans le cas d'un systeme dont la marge de stabilité est insuffisante. Nous optons
pour 1/t = wc/10 = 32,4/10 = 3,24 rad/s = t = 0,308

0,308p +1
C(p)=—b=
0,308p
d’ou la FTBO du systéme corrigé :
FTBO:O'308p+1- 10 3,08p+10

0,308p 0,01p?+0,1p+1 0,00308p°+0,0308p° +0,308p

Nichols Chart
60 ‘

40
30 -
20/

0L

o
[t
[ 1

|

|

{
N
o

- - T - T I -

|

|
R

| -

_ | L L !
-360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0
Open-Loop Phase (deq)
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L’erreur statique sera désormais nulle, mais le systéme se trouve déstabilisé comme le montre le lieu
de Nichols ou I'on constate que la marge de phase (A¢ = 5°pour ® = 33 rad/s) a encore diminué et sur
la réponse indicielle ci-dessous :

1.8

16+ s

141 .

1.2+ .

0.8 - s

0.6 - s

041 g

0.2 | i

Il reste a avancer la phase aux alentours du point critique afin de parfaire la correction.

_ . . 1+aTp
Nous allons donc introduire un correcteur a avance de phase C(p) = 12T aveca >1
+1ip
Nous prendrons ici un peu plus de 45°, 50°:
. a-1 1
=50° = arcsin— et =aw,, =33 rad/s
¢max a+1 T\/; c0
1+0,083
Celadonne :a=7,55et T =0,11, soit C(p) b/ 2
1+0,011p
0,308p+1 1+0,083p 10

La nouvelle FTBO sera: FTBO =

0,308p 1+0,011p 0,01p°+0,1p+1
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Le lieu de Black Nichols est le suivant :

(6]0]

40 - o

(s

R i

b

GO b I I L 0 dB
-36 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 C

La marge de phase est ici de 180° - 131° =49°.
Cette fois ci, tout se passe bien, nous aurons une erreur statique nulle alliée a une bonne stabilité,

comme le montre la réponse indicielle suivante :
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9.4.2.3 Correcteur intégral approché ou a retard de phase

Une correction Pl peut déstabiliser le systeme et rendre ainsi instable le systeme
bouclé car elle ramene pour ® = 0 un déphasage de 90° : c'est le cas des processus
qui possédent déja un intégrateur. Afin d'éviter ce probleme, on peut n'effectuer
qu'une correction Pl approchée. Dans cette correction on améne simplement du gain
en basses fréquences ainsi qu'un retard de phase gu'on peut contrdler.

R

]
| I

Co

R }——o Gr.R
&(p) ¢
C. ;

+ Ur(p)

Figure 107- correcteur Pl approché

La fonction de transfert de ce correcteur s’écrit C(p)=G, % Posons T; = RC;
+ p

etC, =a.C;aveca> 1. Il vient alors :
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Sur la réponse harmonique, on constate que :

G A

20logGr

20log(a
G, g(a)

»
»

vaTi  Udo 1T

0}
/“)
Dy

/2

Figure 108- réponse harmonique d'un correcteur intégral approché ou a retard
de phase

Sio — o, alors G — 20 log G, - 20 log a
1

Ta

¢ passe par un minimum lorsque o = @, =

G, =20logG, —10loga

pour cette valeur centrale, on a a-1
¢,, = —arctan
2\a

180



Ici aussi, le correcteur n'a quasiment plus d'influence pour les pulsations supérieures

L2
a—.
T, I G
PI , PI
: qpmophg .
i / N
non
corrioé

-180°

Figure 109- influence de la correction intégrale dans le plan de Black

Exemple introductif a la correction par retard de phase :

Le correcteur a retard de phase est un correcteur qui permet d’augmenter le gain uniqguement aux
basses fréquences. Il sera utilisé pour améliorer la précision d’'un systéme asservi.

. a(1+ Tp)
La fonction de transfert de ce correcteur est C(p) =———= aveca>1
1+alp
Application :
. . 1
Soit une fonction de transfert f1=———
0,1p+1
3 1
Etf3=f1"= ——=
(0,1.p+1)

® 0 5,73 10 11,8 27,6 57,1 88,2 181
Gdb 0 -1,24 - 9,06 -3,78 -9,32 -15.2 -18,9 -251
o ° 0 - 30 -135 - 50 -70 - 80 -83,5 - 86,8

-3,72 -11.4 -27,9 -45,8 - 56,8 -75,4

- 90 - 150 - 210 - 240 - 250 - 260
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Nichols Chart

_ 02508

40

(gp) ures doo-usdo

Open-Loop Phase (deg)

Quelle est la précision statique de la FTBF pour f3 ?

FTBF

0,001.p° +0,03.p° +0,3.p+2

0,5 soit 50% !

= Jicik=1letsiE=1,¢&p =
1+k

Page 149 g,

On insere un correcteur proportionnel. Calculer le gain a adopter pour que l'erreur

25,6 dB

19 soit un gain en db de 20log19

T
S o
n 4|0
S S
,% Il
c e
Q
€ o
8 o
= O
% Il
e
S |3
o —
% Il
B

19
0,001.p°+0,03.p° +0,3.p+1

La nouvelle FTBO est f4

Dont le tracé dans I'abaque de Black donne :
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Nichols Chart

40 T
20 S -1dB
- -3.4d8
s ) ; _6dB
E i / e \ AR
R S R 1248
8 . ! / “/ “ ‘ i
R a8
o . ) Pl
o (i | | [
- . ) Pt
é I ! pl
o I ! Lo
8 ;
o -40 mf‘fff‘L 777777777 + dBr
260 [ ! B
_80&U,L,L,Ji,,,7, | | | ‘ | | ‘ _ L,A,;,q%
-360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0

Open-Loop Phase (deg)
Conclusion : pour atteindre la performance souhaitée en précision statique, on déstabilise
completement le systéme ! sur la courbe, on mesure oy = 24,7 rad/s

L'augmentation du gain agit sur tous les points de la courbe de 3. Il faudrait une correction qui agisse
localement, du cbté des basses fréquences. Le correcteur a avance de phase répond a cette exigence.

a(1+ Tp)
Clp)=—""
(p) 1+alp

La nouvelle FTBO sera: FTBO =

avec a>1

a(1+ Tp) 1
1+alp (0.1p+1)’
Afin de répondre aux exigences de précision, on prendra a = 19.

Pour ne pas relever le gain du coté des hautes fréquences et risquer I'instabilité, on choisit T de sorte
gue 1/T<< w¢g, On peut choisir 1/T<<24,7=2,47=T>>1/24,7=0,04 T = 10 répond a la contrainte.

C(p)=19 1+10p _19+190p
1+190p 1+190p

190p +19

D’ol la nouvelle FTBO : C(p) x f3= FTBO = n 3 5
0,19p" +5,701p° +57,03p° +190,3p +1
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Nichols Chart

(a@p) ures doo-uado

-225 -180 -135 -90 -45

-270
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, sans étre instable :
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é répon

Le systéme boucl

Step Response
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6
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40
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9.4.2.4 Correcteur dérivée ou a avance de phase

La correction dérivee pure n'est que théorique : il suffit pour s'en convaincre de
réaliser le montage suivant: g
c Gr.R
+
&(p)
— o /777 +
/777
R
R
] >
R
I

7777 Figure 110- correcteur PD
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La fonction de transfert de ce correcteur s'exprime par :

C(p) = G [1+Ta p]

La correction PD, bien que ramenant une avance de phase importante, est
caractérisée par un gain infini en HF. Tous les bruits sont donc amplifiés, et il est
évident, dans ces conditions, que le rapport signal/bruit tend vers 0 en valeur
naturelle. Le signal de réglage u; est donc inexploitable.

Ce phénomeéne caractérise les fonctions de transfert dont le degré du numérateur est
supérieur au degré du dénominateur. Il est en contradiction avec le principe n°4
énonceé dans le paragraphe 9.2.3.

Le correcteur PD pur n'étant pas réalisable, on lui préfere le montage dit a avance de
phase ou correcteur dérivé approché. En fait, on va filtrer I'action dérivée. Le montage
utilisé est le méme que la correction Pl approchée. La fonction de transfert de ce
correcteur s'écrit toujours :

C(p)=G, 1+RCLp o vecTd =R C2 et C1 = a C2 avec a>1, on obtient :
1+RC2p
1+aT
C(p) = Gr M
1+7,p
G A
A
20log(a
G, 9(a)
20logGr / v
>
1/aTd oo 1/7d
o A
/2
Dy
/\ g

Figure 111- diagramme de Bode de la correction PD approchée
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Sur la réponse harmonique, on constate que :

Si®w—> o, alors G — 20 log G, + 20 log a

. 1
¢ passe par un maximum lorsque o =w, = ——
0 Tl\/z
G, =20logG, +10loga
pour cette valeur centrale, on a a-1
¢,, = arctan
2\a

L'abaque de la figure donne la réponse en fréequence de ce correcteur pour
differentes valeurs de a. Cet abaque peut egalement servir pour la correction intégrale
approcheée, il suffit de lire le gain et la phase en valeurs négatives.

Ce correcteur doit améliorer la stabilité et la rapidité du systéme bouclé, Il doit donc

» écarter le lieu de transfert du point critique afin d’assurer cette stabilité,

* augmenter on, donc g, afin d’'ameéliorer le temps de réponse.

Tout le probleme est donc de bien positionner I'effet correctif sur le lieu de transfert en
boucle ouverte.

Il ne doit affecter ni les basses, ni les hautes fréquences, mais seulement modifier la
courbe aux fréquences intermédiaires, c’est a dire aux alentours de la pulsation de
résonance. Comme le correcteur raméne du gain en plus de l'avance de phase, on a
intérét a centrer le correcteur sur une pulsation ® > og.

On choisit généralement :

1

Ta

~1542w,

-180° *6

Figure 112- correction PD approchée
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Figure 113- abaque des correcteurs intégral et dérivée
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Exemple introductif a la correction par avance de phase :

Le correcteur a avance de phase est un correcteur qui permet d’'augmenter la marge de phase d'un
systeme. Il agit en compensant un trop faible déphasage autour de la pulsation de coupure a 0 dB.

1+aT]
La fonction de transfert de ce correcteur est C(p) = —pavec a>1
1+7p
Application :
Considérons un systeme de fonction de transfert G(p) placé dans une boucle a retour unitaire, avec :
100
G (p) = 2
(p+1)

On souhaite corriger ce systéme de maniére a ce que sa marge de phase soit égale a 45°. Calculons
sa marge de phase avant correction :

100

2
Ona G(w)= —=1= w), =+/99 =9,95 rad/s
1+ w’,
Nichols Chart
40 T
- _
| ~
30— ‘ —
/ | \\
, | 05dB
/
| L ,
20— '// 1dB N
L / \
7 b T N \‘
4 - \ 7/ ~ \ \ f '
| // S ‘ . N aigag /L7 |
10 - S k_;‘,“, S SN I e L . .
. - ~ > ! Mooty System: h , e S -3dB
Q / el - N -~~~ __>-~"ledB Gain(dB):0.0111 ) ~ - \
= Tl DAERAN ! Pig Phase (deg): -168 e SN . !
8 | . - o B ST T Frequency (rad/sec): 9.95 -~ PN \\‘ \ Vo
2 0k —i— R ‘ \ S s T N ‘) _-6dB]
o | " - - (e -7~ - Vo
3 - ~ ~ A (B
le) | P A N ‘\ [
S - a2
| [
(! o
[ [l
(I o
[ “ 206‘13‘
[l el p— _———d_ _____ [ R P -2
20 B - - Tl
| “ b
. I | | L
| | | | | L
I
! ‘ v
I ! o
B0 ; “ E
[ ! I M | | ! |
o | | | Loy
I ! ! | | 1 | | | I
T | | ! ! Lo
ot oo { ) ‘ b Ll 4edB
-360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0

Open-Loop Phase (deg)

Par conséquent : Ap =7 —2arctanw,, =0,2 rad =11°

La marge de phase est insuffisante. Pour la corriger , nous devons procéder a une augmentation de la
phase de 34° a la pulsation w¢. On introduit donc un correcteur a avance de phase que l'on régle de
maniére a ce que :

1 w,,=9,95rad/s et ¢, =34°= arcsin 4%
T\/Z a+l
On adonc: arCSina—_l=34°:>a=M=3,54:> 20loga=11dB
a+l 1-sin34°
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Ensuite : =0,053s

1 1
e T =~
Ja ° 9,95./3,54

Soit ; i =18,9 rad/s eti =5,3 rad/s
T aT

[)()rlc . (:'( ) — _Eglgkgifz_j:gk_
\P)T0,083p +1
~0,19p+1 100

T 0,083p+1 (p+1)

Nichols Chart

La nouvelle FTBO est: FTBO, = C(p)G(p)

Open-Loop Gain (dB)

&

[y S,

a_ . _ ____
o

-135

-180
Open-Loop Phase (deg)

L’'ordonnée du point O dB est — 141°.
Le correcteur a avance de phase a une influence sur le gain du systéme. La pulsation

rad/s). Par conséquent, 'augmentation de phase maximale que I'on a calculée ne

véritablement & wo,. On a le choix de négliger cette augmentation ou de I'anticip
'augmentation de phase calculée de quelque degrés (5° ou 10°).
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Step Response
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0.2 [
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9.4.2.5 Reéseau correcteur a avance de phase :

On peut reculer le compromis stabilité-précision d'un asservissement si nous
déformons son lieu de transfert. Ainsi, a précision égale, on peut améliorer son
amortissement, sa stabilité, ou bien, a degré d'amortissement égal, améliorer sa
précision. Un des procédés typiques pour obtenir ce résultat consiste a ajouter un
réseau correcteur en cascade qui modifie le lieu de transfert dans la région de la
résonance par avance de phase, sans modification de I'amplitude.
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Contour Q = 1,3

Ancienne fréquence
de résonance

/ Nouvelle fréquence
/ de résonance

Lieu non Lieuv
compensé compensé

Figure 114- effet de la correction par avance de phase sur le lieu de Black

. 1+ N s
La fonction de transfert : H(p):J avec a<l peut étre considerée comme une

l+aztp

sorte d'approximation d'un réseau correcteur dérivée dont la fonction de transfert
serait : 1+a 1 p, a t >0. Un tel réseau serait non réalisable puisque sa fonction de
transfert serait infinie aux tres hautes fréquences. L'avance de phase apparait ainsi
comme une compensation dérivée avec une constante de temps parasite.

Ce correcteur présente une avance de phase a toutes les fréquences et présente un
maximum pour :

1 . 1-
O = et ¢, =arcsin—-
a

™ a 1+a

Le calcul de pmax par rapport a o est le suivant :

4H(ja)) =p= arctg(rw) - arctg(ara))
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@_ T art _r(1+a212a)2)—m(1+72w2)

do 1+7°0w® l1l+a’7t*w? (l+r2a)2X1+a2r2a)2)

On rappelle que :

d(arcig(x)) 1 et (go f)'(xy)=g'(f(xo))x f " (xo)

dx _1+x2

Le maximum de ¢ a lieu lorsque Z—¢=o, Soit :
w

1

T

r(l—i— azrza)z)—ra(1+ r2w2)20:> (arza)ZXa ~)=(a-1)=ar’0’ =12 0= =
a

max

POUr ®=®max, ON A :

oy 2 o tlig) ofi)e

H(j e )= =—"= -
1+ jr a_ 4,74 l+a l+a
wa  Va
= Singo——lm
m 0 JVRe?+ Im?
Re
l1-a l1-a
sing, ., = Ja == Ja . _1za :>gomaxzarcsini_—a
_ a+a +a
\/4+(1 a) \/(1+a)
a a

La fréquence mmax correspond a la moyenne géométrique des deux fréquences de
cassure 1/t et 1/at; a cette fréquence, le rapport d'amplitude du correcteur est égal a
a/2. On voit que a (facteur d'avance de phase) caractérise l'avance de phase
maximale et t (constante de temps) la fréquence a laquelle elle se produit.

L'avance de phase n'est pas nécessaire sur toutes les fréquences, mais seulement
dans le voisinage de la résonance.

L'effet d'amplitude du réseau réel est nuisible a la stabilité, mais son influence peut
étre diminuée si elle est reportée sur des fréquences suffisamment supérieures a la

fréquence de résonance.
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Il en résulte un compromis inévitable sur le choix de la pulsation wmax d'avance de
phase maximale du réseau relativement a la pulsation de résonance wg du systeme
asservi. Si or/omax €st trop grand, l'effet nuisible d'amplitude I'emportera sur I'effet
désiré de phase; si au contraire wr/mmax €St trop petit, le réseau est pratiguement sans
effet.

Le choix de wr/omax ,qui revient a déterminer t en fonction de wr , constitue
I'adaptation du réseau.

Adaptation :

Les parametres caractéristiques du réseau correcteur d'avance de phase sont :

aetr.

Ces parametres ne peuvent étre obtenus pratiguement avec précision que par
tatonnement a partir d'une premiere approximation. Il faudra de plus tenir compte des
limitations que nous analyserons plus loin.

Premiere approximation :

On commence par préciser l'avance de phase désirée ¢4 (On peut, dés cette premiére
approximation, tenir compte que, du fait du compromis amplitude-phase du réseau, on
ne pourra utiliser qu'une phase maximale inférieure a ¢max : On majorera donc
forfaitairement @4 , par exemple de 20 a 30 %).

La valeur minimale de a est alors obtenue par la formule :

. a
@ rax = @rcsin m

ou bien a l'aide de la figure suivante :
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L'examen des courbes montre que l'augmentation de ¢max N'est guére intéressante
des que a dépasse 10 a20.

Le probleme est alors de déterminer t. Si t est trop grand, c'est la zone des basses
fréquences du lieu KG(jw) que le correcteur gonflera dans le sens des phases
positives; si t est trés petit, ce sera la zone des tres hautes fréquences. Or, pour étre
opérante, l'avance de phase doit avoir pour effet d'éloigner le lieu KG(jw) du point
critique, c'est a dire elle doit étre maximale dans la zone de résonance. D'ou :

1 1

Omax = OR, T=—F=X—"

Ja o,
En appliguant cette derniere formule, il est recommandé de tenir compte du fait
gu'aprés correction le systeme possede une fréquence de résonance plus élevée
qu'or. Aussi majore-t-on habituellement wg de 30 a 50 %.

Limitation par le bruit de fond :
L'utilisation d'une valeur importante de a revient a appliquer un grand coefficient de
dérivée et conduit a une amplification relative des oscillations parasites de bruit du

signal d'écart. C'est la que réside la limitation physique principale de la compensation
par avance de phase.

E|

/ = temps

} W —=lemps

Figure 116- la différenciation amplifie les bruits
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Réalisation pratique :

réseau passif :

R1
—
Ve ' Ro Vs
C
Vs(p) . R2ARLCp+1) (p)=—F&_ 1+FCP i <letr—R1C
Ve(p) R2(RLC p+1)+R1 R1+R2 . RIR2Cp R1+R2
R1+ R2
réseau actif inverseur :
R1 R2 R3
AT
)
D oo
c -
Ve
+ Vs
C(p)zVs(p)z_Rg. R2Cp+l1  _ R3  R2Cp+1 _ _ R3
Ve(p) RUR2Cp+1)+R2  RL+R2 , RIR2Cp R1+R2
R1+R2

ett=R2C
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réseau actif non inverseur :

A
Ve
L1+ |
R2
c ——
R1
C(p)= Vs(p) 1, R2 _RICp+1+R2Cp _ (R1+R2)C p+1
Vdp) Rl+—£f R1Cp+1 R1Cp+1
Cp
avec a = 72 <1l ett=(R1+R2)C

Influence de I'avance de phase sur la rapidité :

Dans le cas d'asservissement réguliers, la nouvelle fréquence de résonance en boucle
fermée, aprés compensation, est plus élevée que I'ancienne fréquence de résonance.
'y a la une propriété assez générale : la compensation par avance de phase
augmente la rapidité transitoire des asservissements.

9.4.3 Réseau correcteur aretard de phase :

H(p 1+ Tp

= avec b>1
1+btp

Adaptation :

Ce réseau augmente le déphasage et risque de rapprocher dangereusement le lieu du
point critique (on voit que dans Black, le lieu corrigé est déplacé vers la gauche =
retard de phase = ajout de phase négative, donc le déphasage augmente). Cette
augmentation intervient dans une zone de fréquence grossierement comprise entre
les deux fréquences de cassures 1/bt et 1/t . L'effet de la phase négative étant
nuisible essentiellement dans la zone de la fréquence de résonance de
I'asservissement, on pourra donc théoriquement le réduire autant qu'on veut en
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placant la fréquence 1/t suffisamment bas par rapport a la pulsation de résonance g
de l'asservissement (1/t > 1/bt, b>1).
C'est cette considération qui conduit a l'adaptation du parameétre t, dont la valeur
minimale se détermine par le raisonnement suivant :
Supposons que I'on impose au déphasage nuisible de rester inférieur a ¢ radians dans
le voisinage de la fréquence de résonance de l'asservissement. Le déphasage du
réseau est égal a :

arctg (btmg) — arctg (tor)

qui, si b est assez grand, est approximativement égal a
n/2 — arctg (togr) = arccot (tog)
La condition proposée, qui S'écrit :

arccot (togr) < @
donne approximativement :

<p=>1>
Ty W @

Quant au parametre b, sa valeur minimale est, en premiere approximation,
I'accroissement désiré de la précision.

Ce correcteur présente un retard de phase a toutes les fréquences et présente un
maximum pour :
L et @ =arctg 1-b
w = — = -
max T\/Z max 1+b
Les calculs démontrant ces formules sont les mémes que précédemment.
Le correcteur & avance de phase a une action intégrale.
Réalisation pratique :

réseau passif :

Ve Vs
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R2+i

C(p)—VS(p)— Cp  R2Cp+1

Ve(p) p1ypps L (RL+R2)Cp+1

Cp

avec b=%>1 ett=R2C

Limitations :

Les constantes de temps du réseau a retard de phase sont d'un ordre de grandeur
supérieur a la constante de temps propre au systeme asservi. Pour certains systemes,
cela peut conduire a des valeurs irréalisables dans une technologie donnée.
Rappelons en effet que si les servomécanismes présentent des constantes de temps
qui se comptent en millisecondes, on trouve en régulation industrielle des constantes
de temps de l'ordre de la minute, de I'heure, voire de la journée. A titre d'ordre de
grandeur, les limites courantes des constantes de temps des régulateurs
électroniques classiques sont de quelques dizaines de minutes.

La compensation par retard de phase ne pourra pas s'utiliser si une avance de phase
est impérative pour assurer la stabilité.

« Avance de phase» et « retard de phase ».

La compensation intégrale est parfois appelée « compensation par retard de phase ».
Cette appellation abusive semble suggérer que ce type de compensation poursuit un
but opposé a I'avance de phase, ce qui est inexact. Pourtant les deux fonctions de
transfert ont bien, qualitativement, des formes mathématiques inverses. On leve ce
paradoxe en constatant que les zones de fréquences auxquelles se produisent les
effets respectifs sur la phase sont éloignées : tres basses fréquences pour la
compensation intégrale, fréquence de résonance du systéme asservi pour I'avance de
phase.

On peut dire, d’'une autre facon, que la fréquence de résonance du systeme asservi se
place sur des zones différentes des lieux de transfert du réseau correcteur basses
fréquences pour l'avance de phase, hautes fréquences pour la compensation
intégrale.

Il revient encore au méme de dire que les valeurs numériques de la constante de
temps d'avance t, et celle de la compensation retard (intégrale) t, sont trés
différentes.

A titre d’exemple, les valeurs de premiere approximation déja données pour 1, et 1,

1 1 .
Ta = , T = avec les valeurs usuelles a = 10, ¢ = 0,1 radian, placent de la

awpg Py
facon suivante les valeurs relatives de 1, , 1/or (qui caractérise la constante de temps
du systeme asservi lui-méme) et 1,

rapport10 rapport10
f_J% f_/%
Ta ]/ O)R TV

En conclusion, un ordre de grandeur sépare numériquement 1/mg de t, d’'une part, et
de 1, d’autre part.
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Influence de la compensation intégrale sur la rapidité :

La compensation intégrale idéale ne modifie pas la fréequence de résonance. L’effet
des déphasages nuisibles du réseau pratique a plutét tendance a la diminuer. Donc
pour les asservissements réguliers, la compensation intégrale n'augmente pas la
rapidité, mais a plutét tendance a la diminuer.

Il'y ala, en principe, une supériorité de I'avance de phase sur le retard de phase.

Combinaison des compensations intégrale et d’avance de phase.

En fait, on a souvent grand intérét a combiner les deux types de compensation.

Intérét, principe

En considérant I'adaptation pratique des réseaux d’avance de phase et d’action
intégrale (retard de phase), on constate que, au voisinage de la fréquence de
résonance du systeme asservi, I'effet secondaire nuisible de chaque réseau est
opposé a l'effet principal utile de l'autre. Ainsi I'effet secondaire nuisible du contrdle
intégral est un déphasage, ce qui est opposé a l'effet principal du réseau a avance de
phase. On concoit donc que la combinaison des deux réseaux, a condition qu’ils
soient tous deux bien adaptés, se présente de fagon tres favorable.

Synthése des deux réseaux en cascade :

Le produit des deux fonctions de transfert respectives calculées en circuit de sortie
ouvert n'est pas représenté correctement par les deux réseaux disposés simplement
en cascade. L’approximation n’est acceptable que si I'impédance d’entrée du second
est grande par rapport a 'impédance de sortie du premier.

Ainsi, avec les deux réseaux ci-dessous, on a, pour le réseau d'avance de phase en
circuit ouvert : Zs = R2

R1
A : | A
—e '

Ve \ Ve Vs
' R2 Vs
¢ R2'

et pour le réseau de retard de phase en circuit de sortie ouvert :

Ze' = R1'+R2'+1/C'p

On prendra par exemple : R1'+R2'>10.R2

En pratique, les valeurs respectives des constantes de temps imposent déja
R1'+R2'>R2; on voit que l'ordre des réseaux sur la figure ci-dessus est avantageux de
ce point de vue.
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Il faut s'assurer en outre que l'impédance de sortie du deuxiéme réseau est grande
devant Z1'=R2'+1/C'p.

D'autres solutions sont théoriguement possibles : on peut, par exemple, intercaler les
deux réseaux entre deux étages d'amplification. On peut encore directement calculer
chacun des réseaux a partir de la fonction de transfert en charge, "l'impédance
caractéristique" de chacun des réseaux étant de plus égale a l'impédance de charge
aval.

On peut aussi chercher a adapter directement un réseau représenté a la figure ci-
dessous, qui se comporte aux basses fréquences comme un réseau a retard de phase
et aux hautes fréquences comme un réseau a avance de phase :

S(p) _ (1+R1C1p)1+R2C2D)
E(p) (+RLCLp)1+R2C2p)+RIC2p

R1

| E— A

E R2
' C1 S

Cc2

9.4.4 Introduction au PID

On étudie un asservissement de vitesse dont on se propose d'améliorer les performances en rendant
I'erreur statique en vitesse nulle et en minimisant le temps de réponse pour un échelon de 0,1 V.

On utilise un moteur de caractéristiques : U, =100 V, I, = 10 A, N, = 3000 tr/min,

R =0,6 Q, Ihax = 10 |, et dont l'identification a donné le résultat suivant :

Q(p) 7

U(p) (0.00Sp +l)(0.05p +1)

Dynamo tachymétrique 8 mV/tr/min. Hacheur entrée : + 10 V, sortie : £ 100 V,
f= 5 kHz; le hacheur est considéré comme un amplificateur de gain pur G = 10.

consigne % correcteur hacheur moteur
C(p) G(p) F(p)

» Vitesse

»

\ 4
\4

: dynamo
adaptation < tachymetrique

Alp) T(n)

Les divers coefficients de l'asservissement sont donnés ci-dessous :

-3
cp1. G=10010=10, T =20 *®0 g o764, 4= 10 _g 416,
27 8.10°° 3000
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1x10x7x0,0764x0,416 2,22

d'ou FTBO = =
(0.005p+1)(0.05p+1)  (0.005p +1)(0.05p +1)
Tracons le lieu de Black Nichols de la FTBO
oenrad/s |0 10 26 47 64 154 205 397 %)
GendB |6,93 5,93 2,53 -1,5 -4 -13 -16,5 -26 -0
Q° 0 -30 -60 -80 -90 -120 -130 -150 -180
Nichols Chart
40 \ \ \
20} /ﬁ/’
Ojkﬁ— 1: '/i/;'——/,, } + - _ 5 \“
v o T systemn - o Vot
& Ll - Gain (dB):-18.2 - Ny - - 2B
= (. ! : Phase (deg): -135 . <~ ~—— — [
5 I | / ' Frequency (rad/sec): 234 o \ ot
8 o b L mad
U - R
—AOLH‘*f\——;‘———#———————T ————— ;———r—fi 77777 :L 777777777 ;—————T ——————— ‘\————;77;\~4(“‘)£1‘B‘r
sofld 4 L P : S HE— A
S S | B | e
-360 -315 -270 225 -180 -135 -90 -45 0

Open-Loop Phase (deg)
Pour ¢ =-135°, le gain est -18,2 dB. Ainsi, pour obtenir une marge de gain de 45°
(-180°+45°= -135°), on peut placer un correcteur proportionnel réglé a k = 18,2 dB.

Sans correction, la réponse indicielle en boucle fermée est la suivante :
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Step Response
0.7 ;

0.6 —

05+ —

0.4+ —

Amplitude

02+ —

0.1 —

0 | I I | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Time (sec)

)
Avec le correcteur proportionnel de gain 18,2 dB (gain naturel de 10* ®’ =8,12), on obtient une
réponse indicielle (boucle fermée) améliorée au point de vue erreur statique et temps de réponse :

Step Response
14 ‘

12+ s

Amplitude

0.4 - -

0.2+ =

0 \ \ \ \ \
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Time (sec)
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Afin d'annuler l'erreur statique sans trop nuire a la stabilité (le risque est de rendre le systeme
carrément instable), nous allons introduire un correcteur Pl (proportionnel-intégrale).

l+7p
p '

Un correcteur Pl possede une fonction de transfert de type :

. : . 1 .
Ce correcteur évite I'écueil de lintégrateur pur (—) qui retranche 90° de phase a toutes les
p
fréquences. Pour les basses, il est souhaitable de retrancher 90°, mais concernant les hautes
fréquences, enlever 90° risque fort de déstabilise le systeme.

a)croisement

Pour placer le correcteur PI, le mieux est de le placer a une décade ( ) en avant de la

pulsation de croisement (pulsation pour laquelle le lieu de Black passe par I'horizontale contenant le
point critique et donc pour laquelle G = 0 dB) de facon a ne pas retrancher de phase aux hautes
frequences (si le systéme est tel que M, <45°, on peut placer le correcteur Pl plus prés de ociique:

jusqu‘é a)croisement )

Ici, avec le gain de 18,2 dB, on a le lieu ci-dessous :

Nichols Chart
40 I \ I
L ~ - 0dB -
- ! - !
30 | J —
e \ ~ |
// “ 7 |
/ | / N\
20 /) e e -0
s = ' p ) - \
. -’ - R V! s N \ N -
10 - 7 DS S <70 System: j S~ —|
e - N i o -~ Gain(dB): -0.0209 - -+3dB
‘ L Tt . - N A < _ - -~ Phase (deg): -135 e B S \ i
| e P NI NN - " - -+ Frequency (rad/sec): 234 < S \ |
Ot 7 - ) + i A N T~ L - —-6dB
g [ ‘ // B , . \\ “‘ \‘
= - , . ; - - < N N -
T AT | i S lede
o | / ! ; T - S . \ \ L
$ - : | s
c P ! / \ : Lo
<3 P! ) \ [
O poFFrT "m0 o e — o 20dB
| | I | | |
[ Lo N o
[ | I : | | L
| | | I ! | w‘ | | | |
300 | “ ‘ Lol
| I
:\ : | | | J | “ | | | : \:
[ . | | | ‘ | | ) (|
AR | | | i b
_40\:‘7\77T77 7777777 TRt A E T ”777777777:7“49(*3\
[ | | | | | | b
[ | | [ | ‘ | | | b
[ | ! ! I [
Ph [ ! | \ | ! N
-50 ! | | | | | | [
I ! I I ! [
[ | | | : : | | | b
[ | | I | | | | :\
[ | | I | |
O (L S S D B A \ ! ‘ | -60dB
-360 315 -270 -225 180 -135 90 -45

Open-Loop Phase (deg)
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La fréquence de croisement est de 234 rad/s, la marge de phase de
180° — 135°= 45°, on placera le correcteur a une décade de o¢roisement-

r:w ! :;??4:0,04273
crmseme%
- 0,0427p+1
@ou C(P) =" 0a27p

0,0427p +1 _ . ,
En prenant pour correcteur : C(p) :8,12x#, on obtient le lieu de Black ci-dessous (en
0,0427 p
rouge) :
Nichols Chart
60 :
aveg correcteur Pl
40 — / -
B ) 77‘/70d87
- \ _ 02548 /i .
o i - e 05dB
20 z /, o -7 - k o /’//’ - /v—r’,,f o \ 21.dB ~--"C \
LT P 7| _avec correcteur brépor:tionqel
g ol -
E : ) 7 - ><
© o 7 -
o . / / //
Q i
8 A / o
S ,
& 20Tt
o | ‘ “ | I
| 1 | |
| L | |
: “ | | ‘ “
|
-40 | -1- - - R e I Y
I ‘ : | |
R
o :
I
-60 L:,:,,:,,: 777777777777 S
IR 1
e ! |
! |
.
: | : : | !
-80 L [ L N PN Pt
-360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0

Open-Loop Phase (deg)
La réponse indicielle en boucle fermée est maintenant celle ci-dessous :
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Step Response
14 :

1.2+ -

0.8 1

Amplitude

0.6 |- —

0.4 - —

0 L L L L L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Time (sec)
L'erreur statique est maintenant nulle.
Il existe des limites physiques au systeme que nous étudions : la tension que peut délivrer le hacheur et
le courant maximum que peut délivrer le hacheur et celui que peut supporteur le moteur sans
dommage.
Le courant maximum du moteur est 10 |, = 10.10=100 A (risque d'échauffement trop important, risque
d'annulation du champ magnétique des aimants permanents sur ce type de moteur)
L'amplitude maximale de I'échelon de tension dépend de |, en effet :
I =£:>AU:RIW =0,6x100=60V .

max

On est limité a un échelon de 60 V sur le moteur pour 0,1 V de consigne, soit un gain maximum de
60/0,1 = 600. Jusqu'ici, le systéme corrigé posséde un gain de
8,12 x 10 = 81,2. On pourrait augmenter le gain du correcteur proportionnel jusqu'a ce que la valeur

600
totale du gain du systéme soit de 600, (par ajout d'un gain naturel en série de —— =7,389). Mais le

systéme serait complétement déstabilisé.
Le lieu de Black Nichols deviendrait celui ci-dessous :
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Nichols Chart
T

80

Open-Loop Gain (dB)

360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0
Open-Loop Phase (deg)

La marge de phase pour le lieu de gain 600 (en vert) est 180° - 165° = 15° ce qui est nettement
insuffisant.

On peut s'en rendre compte en examinant la réponse indicielle en boucle fermée :
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Step Response
18 :

16 —

14— —

12— —

Amplitude

0.6 - —

0.4 —

0.2 —

0 \ \ \ \ \
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Time (sec)

Nous constatons un dépassement trop important ainsi qu'un temps de réponse important par rapport a
la précédente réponse.

Pour conserver ce gain, il faudrait introduire un nouveau correcteur (un correcteur a avance de phase)
ajoutant au moins 45° - 15° = 30° de phase.

Déterminons un correcteur a avance de phase ajoutant 30° + 5° (5° = marge de sécurité) = 35° de
phase.

z'p_+l (cf page 178)

atrp+1

Centrons ce correcteur sur la pulsation de croisement du lieu de gain 600, soit 716 rad/s, nous
prendrons 20% de plus, soit wmax = 859 rad/s. Ainsi, nous obtenons :

= 7 =0,002236

Un tel correcteur posseéde une fonction de transfert du type

35° = arcsinl_—a =a=0271et o, =

1
1+a ~Ja
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D'ou le nouveau lieu (en vert) :

Nichols Chart
80 \

60 |- 7
40+ 7
[ T o T0dB- - _

R “ . _025dB Pl |
. | P ~ - T~ !
- ! - RN ,05dB_ Pl avec avance de phase

Open-Loop Gain (dB)

| !

Bt e T T e B e S L ‘
" ! : | I I I
[ ! | | [
I ! : : | | (]
o ‘ | l i
[ : | | | | [
| I

[ O T R | DO S M. d8

-360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 0

et la nouvelle réponse indicielle (en vert) :

Open-Loop Phase (deg)
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Step Response
1.8 T

correction PI

1.6

14

12

Amplitude

0.8

0.6

correction Pl avec correcteur avance de phase (PID)
0.4

0.2

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Time (sec)
Le correcteur obtenu s'écrit :

C(p) _ 60x 0,0427p +1>< 0,002236p +1
0,0427p  0,000606p +1
consigne ¥ C(p) 2,22 » Vitesse
(0.005p +1)(0.05p +1)

Nous avons construit un correcteur PID : )
8 0,0427p+1 y 0,002236p +1
Prop:)_:;unnel 0’ 0427]7 0; 000606[7 + 1

Intégral Dérivé

C(p)=

9.4.4.1 Correcteur PID

9.4.4.1.1 Structure générale des correcteurs PID

C’est l'association des trois actions précédentes : on obtient alors un correcteur
proportionnel, intégral et dérivée (P.I.D.). Il existe plusieurs facons d’associer ces trois
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actions. Ci-dessous sont représentees les figures des trois types de correcteur PID les
plus utilisés.

Structure générale des P.I.D. :

Type série (1) : On voit fleurir ce genre de structure dans la littérature, nous en dirons
donc un mot afin de démontrer que ce n’est pas la structure naturelle des P.1.D..

e lp | D Ur

KpTd
Ti

Equation : u(t) = KpX%I&‘dIXTd% , C(p):pr%Xpo: , ce n'est pas un P.I.D.

mais un simple correcteur proportionnel !!!

Type série (2) :

+
8_ P l | Aéi D Aé_»l.]r

Cette structure, si elle débouche bien sur un P.1.D., n’est guere commode non plus
étant donné que le gain proportionnel pur n’est pas réglé par un seul potentiométre,
mais dépend également du réglage des actions dérivée et intégrale.

Equation : U(l‘)=KpX(8+—J.€dt)+Td—(€+—l gdt):K xl‘; ); gdt+Td J

Ou C(p):pr(le%jx(HTd ?)

Type paralléele :

Equation : Ur(t):KpX8+—I8dl+TdX & ou C(p):Kp+—+Tpp
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Type mixte :

Equation : ur(t):pr(g+%jgdt+de%—f) ou C(p):pr(1+%+Tpp)

Figure 117- structures usuelles des correcteurs PID

Le plus modéré est le correcteur PID paralléle car le gain n'agit pas sur les actions
intégrale et dérivée. Inversement, le plus énergique est le correcteur PID mixte, car le
gain agit sur les deux autres actions. Enfin, comme son nom l'indique, le correcteur
PID mixte est une structure hybride des deux précédentes dont l'utilisation est sans
doute la plus commune.

Remarque: Quelquefois, I'action dérivée est placée sur la mesure : la correction est
alors PID sur la mesure mais seulement PI sur une variation de I'entrée de consigne.

9.4.4.2 Etude du correcteur PID mixte

Sa fonction de transfert s’écrit :

C(p): Gr[]-*'Ti"'po

1

o W Tp+IT,p?
r 7—;p

Premier constat et non des moindres : ce correcteur n’est pas réalisable!...Donc cette
fonction de transfert n'est que théoriqgue et nous serons obligés de filtrer I'action
dérivée, c’est a dire ajouter un terme du premier ordre au dénominateur. Toutefois, ce
fitrage ne changera pas fondamentalement les parametres de la réponse du
correcteur, puisque le filtrage n’interviendra que sur les hautes fréquences. Les
fréquences basses et intermédiaires ne seront pas touchées. Dans ces conditions,
nous raisonnerons sur la fonction de transfert théorique, les calculs étant beaucoup
plus simples. On cherche les racines du numérateur. Celles-ci sont réelles si :

AT . ST T
A=T?-4TT, = Tl.z(l— Td j >0, condition realisée si 7, SZI.

i
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Le numérateur de C(p) peut encore s'exprimer sous la forme :

7,7, =1T
@+z, pll+z,p)avecy * 2 ¢
n,+7,=T,

1

les deux racines s'écrivent donc :

Comme a < 1, mais relativement proche de 0 si 4T4~ T;, la relation d'ordre entre les
racines du numérateur et la constante de temps intégrale peut s'écrire :

o<1 <T;

Il devient possible de tracer la réponse en fréquence du PID mixte.

G A
20logGr} - - . . . ... (s-.
. ' , o
0 1/‘!31 : 1/’52
D4 L Effets du filtrage
w2 RS _"_,,_71
‘I./ \s
' '.-“.." . §~.--- # 0)
’ 9 ®o
O"
_11-/2 -..0"'
Sur la

Figure 118 , on trouvera la réponse théorique et la réponse réelle, c'est a dire la
réponse du PID mixte filtré.
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20logGr} - - . . . ... (s-.
. 1 o
0 1/’!:1 /12
D4 L Effets du filtrage

w2 : Z

0 :" e (%

O"

-2 =eee’

Figure 118- effet du filtrage

Pour ® = wp, la phase ramenée par le correcteur est nulle. Cela s'exprime par la
condition :

arg[C(jwp )] = arctan(r 1@, )+ arctan(r 0, )—% =0

. 7.0 + 7T, T
soit encore arctan——~2—2"°2 =
1-n7,0, 2

1
IT,

1

condition réalisée si 1- 77,0, =0= o, =

On vérifie pour cette valeur que : |C(jw) , =20logG,

Ce point particulier du lieu de transfert est intéressant : les actions intégrales et
dérivée n'y ont plus aucune influence. On I'appelle encore point pivot.

Conclusion : Le correcteur PID :

e retarde en phase les basses fréquences tout en leur apportant un gain élevé,

. : . . o 1 1
e n'agit quasiment pas sur les fréequences intermédiaires telles que ?< a)<F,
i d
e agit sur les hautes fréquences en les amplifiant et en leur amenant une avance de
phase.
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-180° -5}0° 4G

,“—A ction intégrale

v

TR ’ 3 0
- = !
2 Action Dérivée

Figure 119- effets du correcteur PID dans le plan de Black

On constate que le réglage de la résonance change. Le lieu corrigé est tangent a un
contour d'amplitude M' plus faible que le précédent.

Dans ces conditions, £ augmente : c'est |'effet stabilisant de la correction dérivée. Elle
augmente également la bande passante puisque wr' > mg. Le systeme est plus rapide;

. I'action intégrale modifie les basses fréquences (gain infini en boucle
ouverte) et assure un gain statique égal a 0dB. L’'écart de position est nul;

. on pourra enfin revenir au coefficient d’amortissement initial en
augmentant légerement et sans danger le gain statique; I'écart de trainage
n’en sera ainsi que meilleur.

La fonction de transfert du correcteur PID filtré s'écrit :

T
C(p): Gr 1+L+M
Ip 1+T,p

ou bien, si I'on filtre en sortie du PID :

C(p)= Gr[1+Ti+ apo}( L j

1+7,p

i
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9.4.5

Exercice réglage PID

On considére un processus de fonction de transfert :

H(p)=
p (p +l)(p + 2)
consigne % ck) > H(p) > S()
Le correcteur C(p) sera un correcteur PID : )
1 .. T
Clp)=K|1+—+T,p |, 1CiT, =—
(r)=k[rr ool eir, -
1. Représenter H(p) dans le plan de Black Nichols, on donne les points suivants :
wrad/s 0 0,1 0,24 0,36 0,8 1,17 1,71 4 o
G dB 0 12,2 6,2 2,3 -6,8 -12,4 -19 -375 - ©
¢° - 90 - 100 -110 -120 - 150 -170 - 190 - 230 - 270

2. Calculer le PID par la méthode du pivot, prendre o = 0,23 rad/s. En déduire T,

boucle ouverte corrigée pour K = 1.

Déterminer alors la valeur de K pour que le coefficient d'amortissement du second ordre dominant soit &

=0,7.

3. Calcul du PID par la méthode de Ziegler et Nichols : déterminer le gain critiqgue Kys. qui transformerait

le systeme en oscillateur et Ty la période d'oscillation.
Comparer avec les résultats du 2.

4. Le correcteur est le PID avec les coefficients élaborés au 2., quelles sont les erreurs pour une entrée

indicielle, une rampe unité et une parabole unité ?
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1. Lieu de H(p) dans le plan de Black Nichols :

Nichols Chart

Open-Loop Gain (dB)

- -360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45
Open-Loop Phase (deg)

o

2. Le point ® = 0,23 rad/s est choisi comme point pivot (rappel : si on désire un amortissement élevé, de
l'ordre de 0,7 il faut que, pour muve, le lieu en boucle ouverte soit tangent a un contour de Nichols de
valeur proche de 0 dB et donc soit situé prés de la verticale d'abscisse — 90°. wpivo: S€ra choisi a une

vingtaine de degrés a gauche de cette verticale d'abscisse — 90°, et @

1,
— 1 — !
vt = == Si I =2 ,ona

I,

1

2 : : , : o
@00 =?. Le basculement réalise, on ajuste K afin que le lieu de la boucle ouverte corrigé vienne
i

toucher le contour tangent qui représente le facteur de résonance désiré.)

On a donc ici wpivet = @ =L= 2 =O,23:>T=i:8,73

1

pivot [1_;7:1 ?l 0’ 23

C(p)=1+ﬁ+2,l7p avec K =1.

Pour tracer le lieu de transfert corrigé en boucle ouverte, on détermine le gain et la phase du correcteur.

. N N G |
C(ja)):1+jﬁ+ja)zzl+] a)z——

i i
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2 2
i] =10log 1+(2,17w—ij

Donc |C|:10|Og 1+[a)%— T X,
T, )

et arg(C) = arctg[a)%

i = arctg 2,17(0—L
T, 8, 7w

On détermine donc :

orad/s 0,1 0,24 0,36 0,8 1,17 1,71 4
G dB 13,6 0 0,27 1,7 2,88 4,44 9,7
Q° -43 -2,4 24,8 57,9 67,7 74,6 83,4

On peut alors tracer point par point le lieu de la boucle ouverte corrigée. On remarque que pour ®pivor =
0,23 (0,24) le module est nul et I'argument voisin de 0, le point de la boucle ouverte non corrigé sera

inchangé (point pivot).

Pour o = 0,1, il faut ajouter 13,6 dB au module et — 43° a la phase. Il faut appliquer le méme procédé a

chaque pulsation .
On obtient :

Nichols Chart
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On veut & = 0,7, donc MdB = 0 dB (cf page 83).
Il suffit pour cela de translater le lieu en boucle ouverte corrigé d'environ 3 dB pour que

tangente le contour de Nichols 0 dB au point ® = 0,23 rad/s (& peu prés). Le gain
3

10 20 =0,707.
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Le correcteur s'écrit donc :

1
C(p)=0,707| 1+ ——+2,17
(p) ( 875 pj
Le PID réel devra étre étre muni d'une dérivée filtrée afin d'étre réalisable physiquement. Pour

C(p)=K 1+Ti+po],on prend :

i

1 T
C(p)=K 1+~ 4P | aveck=10
k
Ici, on prendra par exemple :

C(p)=0,707|1+ L 21y
87p 1+0,217p

3. Pour transformer le systéme non corrigé en oscillateur, il suffit d'augmenter le gain jusqu'a ce que le
lieu en boucle ouverte non corrigé passe par le point critique. Ici, il faut ajouter 15,5
15,5

dB=102 = 5,95. La pulsation des oscillations est
27

Wose = 1,41 rad/s = 2nf= T =—= 4’ 45 s
w

osc
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D'apres Ziegler et Nichols, les réglages "primaires" a effectuer sont :

K = 0,6.Kqsc = 0,6x5,95 = 3,57

Ti=0,5XTosc = 2,22 S

T¢=Til4=0,557s

Comme on peut le voir ci-dessous, les réglages donnés par la méthode de Ziegler et Nichols sont assez
satisfaisants, bien que la réponse soit plus oscillatoire que celle obtenue a l'aide des réglages du 2. La
constante T; préconisée par Ziegler et Nichols est trop petite, l'effet intégral est trop important et
I'asservissement est mal amorti.

4. Apres correction, il y a 2 intégrations dans la boucle, il n'y aura ni erreur statique, ni erreur de

trainage. Il subsistera une erreur permanente pour l'entrée parable unité (accélération). Le gain en
accélération est égal a :

. 2K 2x0,707
K=lim _, p°Gyoc(p)= T " 87 =0,1625
. o1 1 o
L'erreur est égale 8 — =——— =6,15 unités/s
K 0,1625
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9.5 synthese des correcteurs dans le plan de black

Principe

Le correcteur qu'on essaie de synthétiser doit déformer le lieu de transfert en boucle
ouverte de maniere telle que le lieu de transfert en boucle fermée soit proche de celui

d’'un second ordre équivalent, de gain statique si possible égal a 1, d’amortissement
proche de 0,7 et de pulsation propre o, €levée.

Le nombre d’intégrations en boucle ouverte fixe la capacité du systeme régulé a suivre

sans erreur une consigne variable. Si le systéme non corrigé comporte un intégrateur,
il n’est peut-étre pas nécessaire d’en mettre un dans le correcteur.

9.5.1 choix du correcteur intégral

Il dépend de la forme de la fonction de transfert en boucle ouverte.

9.5.1.1 Solution 1

La FTBO met en évidence une constante de temps dominante. Le correcteur intégral
compense cette constante de temps.

Exemple : FTBO = # La constante de temps dominante est t = 5s.
(L+p)L+5p)

On choisit C(p)= 157 otla FTBO corrigée vaut alors K5
5p P(l"' P)

9.5.1.2 Solution 2

S'il est difficile de mettre en évidence une constante de temps dominante, on choisit
un point de pivot sur le lieu de transfert en boucle ouverte, point de raccordement de
I'action intégrale. La pulsation o, de ce point est choisie de maniére que 'argument de
la FTBO soit :

-120°< arg[FTBO( jo, )JS -100°

Au dela de ce point de pivot, I'action intégrale ne doit plus avoir d’effet. Dans ces
conditions, on choisit la constante de temps intégrale T; telle que :
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9.5.2 choix du correcteur dérivée

La correction dérivée dépend des besoins du systeme. Elle ne s'impose pas
obligatoirement. Lorsque le systeme possede une grande inertie voire un retard
important, régulation de température par exemple, la correction dérivée n’aura
pratiguement pas d’influence. Dans les autres cas, tout dépend s’il y a correction
intégrale ou pas:
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9.5.2.1 Correction Intégrale présente

On choisit T4 par rapport au point de pivot, c’est a dire :

T, <

ENg

9.5.2.2 Pas de correction intégrale

Apres avoir réglé dans un premier temps le gain pour un amortissement donné, on
peut :

. soit s'imposer une avance de phase pour une pulsation ogr' > wg,

*  soit choisir og' = 1,5 & 2mwr et prendre le coefficient a tel que 3< a < 10.
9.5.3 Exercices sur Black
Sujet d'énergie — propulsion 1 de 1994 partie automatique
Un servo-mécanisme inconnu a retour unitaire est soumis en boucle ouverte a une
analyse harmonique. Le signal appliqué a I'entrée du systéme est de la forme :

e = sin ot; on enregistre a la sortie un signal s = G sin (ot + ).
On a noté pour différentes valeurs de o :

(ra(g/s) 0 1 2 3 4 5 6 8 10 20 50 0
G 9,5 10 11 14 15,6 | 10,5 6,3 -0,5 -5 -195 | -34 -
(dB)
o () 0 -8 -18 -40 -90 | -132 | -149 | -161 | -167 | -174 | -178 | -180

Gmax = 15,85 dB a lieu pour o = 3,75 rad/s avec ¢ = - 76°

1. Représenter le lieu de transfert en boucle ouverte dans I'abaque de Black Nichols
ci-joint.

2. Déduire de ce lieu de transfert I'expression générale de la fonction de transfert en
boucle ouverte.

3. Déterminer a l'aide du diagramme les éléments de la fonction de transfert.

4. On désire fermer la boucle de I'asservissement a retour unitaire :
Peut-on conclure théoriguement puis pratiquement que le fonctionnement de

I'asservissement sera stable ? Justifiez votre réponse.
Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée.

5. Le gain statique de l'asservissement étant réglable, que peut-on faire pour
améliorer les performances ?
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2. Etant donné que l'asymptote correspondant a o — o« est de 180°, l'ordre du
systéme est 2. [ordre n < asymptote de n x (- 90°)].
La fonction de transfert est donc de la forme :

K
F(P)Z?
1+—p+p—2
(0]

n n

3. Détermination du gain statique K :
9,5

Pour ® =0, F(jo) =K=9,5=20logk= K=10% =3

Détermination de la pulsation des oscillations libres non amorties oy, :

Pour ¢ = —% , ® = op = 4 rad/s.

2 2
de la formule w, =, 1-2&° = &= /—[a)zzcoRj =0,24.
a)n

On peut également utiliser le tableau de la page 71 du polycop en utilisant le facteur
d'amortissement :
M = Gnmax — G(0) = 15,85 — 9,5 = 6,35 dB. On utilise la ligne M = 6,3, on en déduit

£=025et 22 =094 =, = “’R4 =398 ~ 4rad/s

@, 0,
_ 3
Onadonc: F(p)= -
1+0125p +0,0625
4. FTBF = 1189 _ prpp - 0.75 .
1+ FTBO 1+0,03p +0,0156 p

4.1. Théoriquement : calcul des pbles: p'=-0,96—-j79etp"=-0,96+j 7,9

les pbles étant a partie réelle négative, le systeme est stable.

4.2. Pratiquement, le point critique (-180°, 0 dB) est laissé a droite en parcourant le

lieu de Black dans le sens des o croissant, donc le systeme est stable.

6. On peut diminuer le gain afin d'améliorer la stabilité. Le lieu de Black est translaté
vers le bas. On peut s'arréter lorsque I'on tangente le lieu d'isogain 2,3 dB par
exemple.
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On trouve un gain de — 2 dB en boucle ouverte ou — 7 dB en boucle fermé.
Le facteur d'amortissement correspondant est :
Magg =2,3-(-2)=4,3d'ou §=0,32
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10 identification des processus

10.1 introduction

10.1.1 notion d’identification

Trés souvent, 'automaticien subit le comportement du systeme qu’on lui demande de
régler. En effet :

*  soit le systéme est déja existant,

e soit le systéme est entierement a élaborer, mais il ne lui appartient pas
de le construire. Il peut, a la limite, participer a I'étude. Le processus (four,
réacteur, etc...) sera ensuite acheté en fonction de contraintes économiques
propres a l'entreprise, et dans ces conditions, les équations physiques ne
seront pas faciles a mettre en place car les constructeurs ne donnent pas
toujours les informations voulues. Et méme si les lois physiques gouvernant le
systeme étaient connues, leur utilisation conduirait souvent a des
développements mathématiques d’une trop grande complexité.

Dans la pratique, on ne déterminera donc que trés rarement le modele de
connaissance d'un processus. Ce modele n’intéresse que le physicien.
L’automaticien lui préférera un modele de commande ou modéle de conduite,
modele qu'il utilisera pour simuler puis commander ce processus.

Ce modele de commande sera déterminé a l'aide d'essais expérimentaux pour
différents types d’entrées. Le modele obtenu sera susceptible de décrire le mieux
possible le comportement dynamique du systéme dans I'environnement qui doit étre le
sien. Cela signifie que ce modeéle peut étre différent selon qu’on travaille en régulation
autour d’'un point de fonctionnement ou qu’on travaille en poursuite.

On cherchera si possible un modéle simple, c’est a dire un modéle comportant un
nombre limité de paramétres. Par exemple, si le processus comporte n constantes
de temps 11, 12, ... T, assez proches I'une de l'autre, le modeéle pourra utiliser un pdle
d’'ordre n lié & la constante de temps 1, moyenne arithmétique des 11, 12, ... Tn. LES
imperfections de cette modélisation pourront toujours étre compensées par la boucle
de régulation.

Enfin, on identifie bien que ce que I'on connait : a partir de modeles connus, on
cherchera toujours a affiner le choix des parametres a l'aide d’essais expérimentaux
pour des sollicitations d’entrée différentes (essais au repos, essais autour d’'un point
de fonctionnement, essais en poursuite, essais en boucle fermée, etc...).

Identifier un processus, c'est chercher un modele mathématique, appartenant a
une classe de modeles connus et qui, soumis a des signaux tests, donne une
réponse (dynamique et statique) le plus proche possible de celle du systéme
réel.
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10.1.2 méthodologie

Selon que le processus est stable ou instable en boucle ouverte, on aura deux
manieres de s’y prendre :

10.1.2.1 Le processus est stable en boucle ouverte

On envoie un signal-test sur I'entrée du processus en ayant eu soin de déconnecter le
régulateur du processus. Prenons I'exemple de I'échelon unité (Figure 120):

u(t) Un(t)

ul(®) Actionneur
' +processus+
+capteur

Un(t)

Figure 120- identification en boucle ouverte

On enregistre alors le signal uy(t) en sortie du capteur de mesure. Il peut se passer
deux choses :

¢ le signal “mesure” tend vers une constante. On dit qu’on a un systeme non évolutif;

e le signal “mesure” évolue sans cesse, méme si u/(t) est constant. Le processus
présente alors une intégration (la sortie est fonction de lintégrale de I'entrée
asservissement de position par exemple) et la fonction de transfert comporte un
pble nul. On dit que le systéme est évolutif.

10.1.2.2 Le processus est Instable en boucle ouverte

L’automaticien préfere dans ce cas effectuer des essais en boucle fermée moins
risqués pour le matériel. Il en est de méme lorsque le systéme est en production car il
n'est alors pas question, a ce moment la, d’ouvrir la boucle (Figure 121). On augmente
progressivement le gain du régulateur pour se placer a la limite d’instabilité.
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régulateur
+ .
E c U, Actionneur S
— P -/ +
o'y processus
U
M | capteur

Figure 121- identification en boucle fermée

L’'image Uy, de la sortie S devient alors sinusoidale (pompage). On reléve alors la
valeur du gain critiqgue G, et la période des oscillations Tosc.

10.1.3 essais harmoniques

Les essais expérimentaux harmoniques sont rarement employés car ils sont longs
et fastidieux. En effet, les processus industriels peuvent avoir des constantes de
temps importantes et ce genre d’essais s’y adapte tres peu. Prenons par exemple un
four dont la constante de temps est de 10 minutes. Si on admet que le four est un
systéme du premier ordre, la pulsation de coupure correspondante est :

®, = imV/s.
600

Pour avoir une réponse harmonique intéressante, il faut émettre un signal sinusoidal
de pulsation variant de 0,1 o; al0w. (une décade de part et d’autre). La pulsation 10
¢ ne pose pas de probleme. Il n’en est pas de méme pour la plus petite.

En effet 0,10 :i rd / s.
6000

Cette pulsation correspond a une fréquence de ;z2,6.10*5Hz ou mieux
27 -6000

encore a une période en mesure T = 37700 s = 10H30.

Pour réaliser une identification harmonique du four, il faut donc disposer d'un
générateur TBF pouvant travailler a cette fréquence : un tel type de générateur ne
court pas les rues. D’autre part, il est nécessaire de réaliser 2 a 3 expérimentations
pour chaque pulsation (on en fait ensuite la moyenne). On voit dans ces conditions
qu’il faudrait plus d’'une journée pour obtenir un point !
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10.1.4 conclusion

Les méthodes que nous allons décrire dans la suite de ce chapitre sont simples. Elles
ne nécessitent que peu de matériel (enregistreur graphique). Elles sont généralement
faciles a mettre en ceuvre. Par contre, elles ont I'inconvénient d’étre limitées dans le
choix des modeles et d’étre relativement sensibles aux bruits.

Une fois l'identification effectuée, il ne faudra pas oublier de valider le modéle obtenu :
* les parametres sont-ils suffisamment précis ?
* les mesures n'ont-elles pas été entachées de bruit ?

Il existe d'autres méthodes plus sophistiquées, en particulier des méthodes
statistiques, alors que les méthodes que nous développeront dans ce chapitre sont
des méthodes déterministes. Ces autres méthodes sont moins sensibles au bruit et
fournissent certainement des modeles plus précis. Par contre, elles exigent des
expérimentateurs de bon niveau et des moyens matériels beaucoup plus importants
(micro-ordinateur, logiciel d’identification, etc...). Elles n’entrent donc pas dans le
cadre d’'un tel ouvrage.

10.2 essais indiciels en boucle ouverte
10.2.1 systemes non évolutifs a réponse apériodique

10.2.1.1 Conditions d’applications

Les conditions d’application des deux méthodes que nous allons exposer, sont les
suivantes :

a) la réponse du systeme a un échelon doit étre apériodique ce qui est le cas pour
la plupart des processus simples en boucle ouverte;

b) I'échelon peut étre appliqué a partir du repos ou alors a partir d’'un régime
permanent bien établi : dans ce cas, il en résulte I'apparition d’un nouveau régime
permanent ();

d) il est Indispensable que le systeme soit en régime permanent bien établi au
k

< . s ] . e d"s
moment ou I'on applique I'échelon; cela signifie que toutes les dérivées i
t

sont nulles jusqu’a 'ordre n-1 si le systeme est d’ordre n.
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s(t) &

s(t) ‘T

Essai au repos Essai en régime permanent

Figure 122- réponses possibles a un échelon

10.3 Modele de Strejc

Strejc propose le modéle suivant :

-T
ke '?

)y

ou t est une constante de temps et T un retard.

La constante de temps t apparait en fait comme la moyenne arithmétique de toutes
les constantes de temps du systéme (a condition que ces constantes de temps ne
soient pas trop éloignées I'une de l'autre).

Si la mise en ceuvre d'un tel essai indiciel est simple, les conditions de mesures le
sont moins. En effet, la condition “dérivées nulles avant I'application de I'échelon” n’est
pas trés facile a réaliser a cause de I'existence de bruit, perturbation, etc... On ne sera
donc jamais sdr que les conditions initiales soient bien nulles.

Afin de dépouiller plus facilement I'enregistrement de la réponse, Strejc a calculé la

réponse indicielle des systémes de fonction de transfert pour différentes

a+rpy
valeurs de n.

Il suffit ensuite de déterminer la courbe théorique se rapprochant le plus de la courbe
expérimentale. En fait, on peut aller encore beaucoup plus vite, car Strejc fait les
constats suivants:

. la position du point d’inflexion sur la réponse est liée a I'ordre n du systeme,;
. le rapport de la sous-tangente T, a la constante de temps t ne dépend que de
I'ordre n du systeme et est indépendant de t (cf tableau suivant).
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n Tu/Ta Ta/‘t
1 0 1

2 0,104 2,718
3 0,218 3,695
4 0,319 4,463
S 0,410 5,119

Figure 123- tableau des coefficients de Strejc

Si la réponse expérimentale a I'allure donnée , il suffit alors de relever les temps T, Ty,
Ta, @ainsi que Au, et Aup,. (Figure 124).

l'lr(t) A

u

rl

mo

Figure 124- identification selon Strejc

On en déduit :

. : A
e le gain statique du processus k = U
u

r

e n et selon le tableau précédent.
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Exemple : aprés expérimentation, on reléve sur I'enregistrement :

Tu=2,95s, T,=11,1s, T=3,12 s, Aun=2,34 V, Au,=1 V.

On calcule tout d'abord le rapport %:2;91:0,261. En regle générale, on ne trouve

pas la valeur exacte dans le tableau. Donc Strejc préconise de prendre la valeur n
immeédiatement inférieure, soit ici n = 3.

Pourn=3,ona:

T s
—4=3695,dout=3s
T

T . N L.
Fu: 0,218, ce qui correspond a une valeur théorique T de T, telle que

Tuh=0,218T,=2,4198 s.

On trouve donc un décalage AT, entre le T, mesuré et le T, théorique tel que :
AT,=2,9-2,4198=0,48 s

En fait, il existe certainement une erreur d'appréciation de T et T,, car il n'est pas facile
de déterminer le moment exact ou le signal un(t) quitte la valeur O.

On va donc ajuster le temps de retard a l'aide du AT, trouvé précédemment :
T=312+048=36s

. . 2,34 . .
Comme le gain statique vaut & = T3 la fonction de transfert s'écrit alors :

2,347

H(p) (1+3p)°

10.4 Modele de Broida

Broida critique le modéle précédent pour les raisons suivantes :

L’hypothése qui consiste a assimiler la constante de temps t a la moyenne
arithmétique des constantes de temps réelles du processus, peut dans certain cas
conduire a des aberrations dans le comportement dynamique : c'est le cas par
exemple du systeme du deuxiéeme ordre dont les constantes de temps sont trés
éloignées; on sait alors que le comportement du systéme est celui du premier ordre
dominant;

e il estime que le tracé de la tangente au point d’'inflexion est source d'erreur;

e la durée de I'expérimentation est tres longue dans le cas de processus lents; or, il
faut maintenir pendant toute cette durée une entrée constante ce qui n'est pas
évident a cause du bruit.

Dans ces conditions, Broida exclut tout tracé graphique et souhaite travailler sur des

durées d’expérimentation beaucoup plus breves, il propose le modele du premier
ordre :
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-T
ke '?

H =
(p) 1+7p

En effet, un premier ordre peut épouser tres facilement une courbe d’ordre supérieur,
et Broida montre par I'expérience, que le premier ordre coupe toujours une courbe
d’ordre supérieur en 2 points A et B situés de part et d'autre du point d’inflexion.

0 Ty - Ty i
- >

Figure 125- identification selon Broida

. le point B est choisi suffisamment bas afin d’arréter I'expérimentation le
plus t6t possible et suffisamment haut pour étre au-dessus du point
d’inflexion;

. la distance entre les points A et B doit étre suffisamment longue pour que
la coincidence entre les 2 courbes dure le plus longtemps possible;

. le retard T est un retard fictif mais qui pourra inclure un retard réel Tg s'il
existe.

Graphiguement, cela revient a faire coincider la réponse indicielle d’'un systeme
apériodique d’équation :

T

t t t
u, (t)=u,, +k[1+ de " +d,e ?+..+Ae J avec la courbe d'équation :

=
um(t)=um0+k(1—e ’ J

Broida choisit alors :

 lepoint Atelque.u,, =u,,+0,28Au,,,

« lepointBtelque u,, =u,,+0,40Au,
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Les points A et B sont donc situés respectivement a 28 et 40% de I'excursion totale
Au. La réponse du premier ordre correspondant est donnée par :

=T
Z’tm (t) = Z’lmO + Aum (1_ e ’ ]
Il est alors possible de calculer les ordonnées des points A et B, puis d’en déduire les
expressions des temps ta et tg. On a:

1,-T 1T

U, =Uu,, +Aum(1—e_ ‘ ]= u,,+0,28Au, e * =072 (1)

=T

et donc de la méme maniere: e * =0,6 (2)

En faisant le rapport membre a membre de (1) et (2), on obtient L mla In1,2
T

Ou encore :

r=55(t,-t,)

D'autre part, de (1) on extrait - ta- T =- 1 In 0,72 et en remplacant t par sa valeur, on
obtient :

T=28t,-181,

Exemple : sur un relevé expérimental, on lit :
ta = 6,25 S, tB = 7,64 S, AUm:2,34 V, AUr: 1 V
En reprenant les formules élaborées ci-dessus, il vient :

1=5,5(7,64 - 6,25) = 7,65 S
T=286,25-18.7,64=375s

Au, =234 etdonc:
Au

I

k=

2347377
F(p)= 13—
+7,65p

10.5 Systemes non évolutifs a réponse oscillatoire

La réponse a un échelon est cette fois oscillatoire. Les conditions d'expérimentation
sont les mémes que celles des systemes a réponse apériodique. La forme de la
réponse a l'allure donnée ci-dessous :
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. : t
0 T tl 12

Figure 126- réponse indicielle oscillatoire

Une réponse de ce type permet d'envisager la modélisation du processus par un
second ordre :

Rappelons que pour un systeme du second ordre a réponse oscillatoire, on a :

nr

Hauteur des maxima (k impair) : D, =ke V¢

27

o, [1- &2

On en déduit les relations :

Pseudo-periode : T, =

D 2
° =iln—l ett,—t = dd

1-¢* r Dy o1-¢’

Si on mesure t3, tp, D1, et D2, on pourra évaluer rapidement les valeurs de & et on.
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10.6 systemes évolutifs

Si on envoie un échelon a un élément intégrateur, une fois le transitoire terminé, on
obtient un signal évoluant linéairement, c’est a dire selon une droite.

La Figure 127 donne l'allure de cette réponse. On constate qu’il peut y avoir un retard
naturel qu’il est nécessaire d’isoler avant de procéder a I'identification proprement dite.
La détermination de ce retard est bien sir une source d’erreur gu’il faut minimiser. On
constate également que umo peut trés bien étre différent de 0.

Le modele proposé par Strejc est :

ke ™
F(p)=———
pll+7p)

La méthode d’identification est relativement simple (Figure 127) :

* on trace la droite correspondant au régime permanent; celle-ci coupe
I'axe des temps ou la droite unp en A;

e« on trace la parallele a cette droite passant par le point O’, origine
supposée de la réponse hors temps de retard;

« enfin on trace la perpendiculaire en A & I'axe des temps ; celle-ci coupe
la réponse en B et la paralléle en C.

Le gain du systeme est donné par :

A . . L.
ou o= % est la pente de la droite constituant le régime permanent.

Ce résultat est tout a fait cohérent. En effet, en régime permanent, seul l'effet de
I'intégrateur se fait sentir, donc seul le gain statique est intégre.
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Figure 127- réponse indicielle d'un systéeme évolutif

On mesure ensuite le temps T, et la longueur des segments AB et AC : Strejc a tracé

les réponses indicielles des systémes de fonction de transfert F(p)= — pour

plL+7p)
e s . L AB . .
différentes valeurs de n et il a constaté que le rapport ic ne dépendait que de la

valeur de n.
Le tableau ci-dessous donne la variation de ce rapport en fonction de n:

n 1 2 3 4 5
AB/AC 0,37 0,27 0,255 0,195 0,175

Une fois n déterminé, on obtient la constante de temps t trés facilement : 7 =—*-
n

Remarque : on utilise quelquefois le modele intégrateur avec retard :

I, p

H(p)=k=

un retard important.

, ce modéle est tres intéressant si le transitoire est tres plat ou s'il existe
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10.7 Essais en boucle fermée

Cette méthode a été proposée par Dindeleux en 1974. Elle reprend les modeles de
Strejc et Broida, mais Dindeleux fait les remarques suivantes :

e lors d'une identification en boucle ouverte, les instants de mesures sont assez
éloignés et des perturbations peuvent arriver a ce moment Ia;

e les identifications précédentes restent assez impreécises;

o en boucle fermée par contre, il est assez facile d’'amener le systéme a la juste

instabilité qui correspond a un déphasage de - © et un gain de boucle égal a -1. Ces

valeurs sont des valeurs exactes et non pas approximatives.

Cette méthode tient compte du fait que le processus peut contenir un intégrateur : on
proposera donc deux formes de modéle.

10.7.1 modéle de Strejc

10.7.1.1 Systéme sans intégrateur
Le modele proposé est :

ke ™

M ey

Si le systeme contient déja un régulateur, alors les actions intégrale et dérivée devront
étre annulées. Seule restera I'action proportionnelle (gain Gy).

Dans ces conditions, C(p) = G, et la FTBF s’écrit :

U,(p) _ G,H(p)
E(p) 1+G,H(p)

régulateur

E H(p)
C U,
GJZ

Un

Figure 128- identification en boucle fermée

L’identification s’effectue en deux étapes: identification du gain statique en boucle
fermée Gs et identification des paramétres dynamiques n, T et .
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e Gain statique

Pour son identification, on appligue un échelon de consigne AE et on observe
I'évolution Aup, de la réponse. Or, le gain statique en boucle fermée s’obtient en faisant
p = 0 dans la FTBF.

Celui-ci s’écrit donc :

A
G, = Gk ou encore G,k = —m
1+G k AE - Au,,

AE et Aup, sont deux grandeurs mesurables. G; est le gain connu du régulateur. Il est
donc facile d’en déduire k.

e parametres dynamiques

On se place maintenant a la juste instabilité : le gain du régulateur est alors le gain
critique Gy.. Les conditions de juste instabilité s'écrivent :

G, ke ™
a+rpy

e
argl ——— |=—
J @+pr "

G, ke ™
@+zp)
pompage.

Comme ‘e*”"’m

en régime harmonique, le gain s'écrit :

= JT wosc

=G,k ou mosc est bien sir la pulsation des oscillations de

n

(1+ jra)osc)

=1, il vient :

2

Gk 1 soit G k=[+ wpf = 7= 10C\(G. k)s 1.

(Vl+—rzahmcz) 27

De la méme maniére, I'argument s'écrit :

T, 2
— Ty —narctan o, =—7 =T = %[1—£arctan (G, k) _1}
VA

A partir des expressions de t et de T, on peut élaborer plusieurs modéles en prenant
les valeurs successives de n. On peut alors remarquer que T diminue lorsque n
augmente. Il existe donc une valeur limite de n que I'on ne doit pas dépasser afin que
la valeur de T reste toujours positive ou nulle; cette valeur est telle que :

2

n

1-Larctanv/(G, k)» -1 >0,
VA
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1

2
ala limite (G,_k)» -1=tan>Z soit G,k =
" cos"
n
On constate donc que, de la détermination expérimentale du gain critique, on peut en
déduire I'ordre n du systeme. Toutefois, cette équation transcendante ne se résout pas

facilement. Il faut donc la tabuler :

n 2,5 2,8 3,5 4 4,5 5 5,5 6

3
Gre 18,83 | 10,36 8 5,22 4 3,31 2,89 2,58 2,37

Connaissant n, il sera facile d'en déduire t et T.

Remarques : certains automaticiens n'hésitent pas a prendre n non entier; t peut se

Ly . T s
déduire de n par la relation 7 = %tan—
T n

10.7.2 Systéme avec intégrateur

Pour vérifier en boucle fermée qu'un processus comporte un intégrateur, il suffit
d'observer le gain statique : une valeur égale ou tres proche de 1 permet de conclure
gue ce processus possede un intégrateur. Le modéle proposé est cette fois :

ke ™?
H(p)=———
pll+7p)

La méthode est la méme que précédemment. La FTBF s'écrit :

U,(p) _ G.H(p)

= , les conditions de stabilité deviennent :
E(p) 1+G.H(p)

— Tp
G ke
/1

pll+7p)
T -1

~~targ ——— | =-
2+ g (1+z'p)" "

Ger_ 1

cela conduit a la relation :

Dosc cos” K
2n

La tabulation de cette équation transcendante permet d'obtenir n a partir de la
détermination expérimentale du gain critique et de la pulsation de pompage.

n 2 2,5 2,8 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6

2 1,7 159 | 154 | 144 | 1,37 | 1,32 | 1,28 | 1,25 | 1,23
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Les valeurs de 1 et de T se déduisent alors facilement par les relations:

2
T, G, k) T
7 =05 re -1 et Tzﬁ(l—ﬁarctanra)oscj
27\ @y 4 7

10.8 Modele de Broida

10.8.1 Systeme sans intégrateur
Les calculs sont plus simples car le modéle est du premier ordre :

-T
_ke?

_1+Tp

H(p)

Donc, a la juste instabilité :
G ke—ijUusc

1+ jrwye
—JTopsc
argl ——— |=-rx
1+ jrw g

. . . T .
Du gain, il vient: G, k = m etz =—§SC \/m de l'argument, on tire :
T
T 1
~Twyse —arctanro,ge = -7 =T = %[1— —arctan mjl

=1

T

Le gain statique k a, bien sdr, la méme expression que précédemment.

10.8.2 Systeme avec intégrateur

ke '?
On retient le modele : |H(p)=———
(») pl+7p)

Les conditions de juste instabilité deviennent :

- jTwosc
G, ke

=1

B psclLl+ JT@ose

T —JTwgsc
——+alY| ————|=—7«
2 1+ jrw

Desquelles on extrait les relations :
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2 2
T T
=9 [ﬂj -1 etT:% l—garctan (G’“kj -1

2 @ osc 73 @D psc

10.8.2.1 Application

On envisage l'identification du systeme bouclé suivant :

régulateur

+
E —>§Z\ G, u,| Processus
0%

Unm

La tension de consigne étant de 5 volts, on augmente G; jusqu'aux premieres
oscillations . On reléve

Grc = 10 et on enregistre un, (voir la figure ci-dessous) :

: . L. A 4,4
Le gain statique en boucle ouverte s'écrit: G, k = ad

AE—Au  5-44

m

=7,33

Comme G,.=10,ona k =0,733
Modele de Strejc

Puisque G/k = 7,33, on choisit n = 3. On en déduit :

r:htanfzw—’stanfzals
27 n 2r 3
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2 T T

T, 2 1 .2
T =205 [1 — Zarctan (G, k). — 1} = % [1 _3 arctan17,33° - 1} =015s

et le modéle de commande est :

0,733¢ %7

(@+51p)°
Modéle de Broida

On a toujours G.k = 7,33 et cette fois :

T
7= 20sC /Grczkz -1 :18_’5 7332 -1=2145
2r 2r
T
T = OZSC {1—£arctan w/szkz —1} = %(1—iarctan {7,337 —1} =5s
T

T

d'ou le modéle :
0,733¢7°"
H(p)=-"——
1+214p

10.9 Conclusion

La validation du modéle obtenu par identification est la derniére étape réaliser. Pour
ce faire, on peut opérer de différentes maniéres :

. par simulation (simulateur analogique, simulation logicielle : SIMULINK,
PROGRAM CC, SISSY, etc...),

. en comparant a d’autres méthodes : on peut par exemple effectuer une
identification en boucle ouverte, puis une identification en boucle fermée.

Dans tous les cas de figures, il ne faudra jamais oublier qu’'on obtient toujours un
modéle approché. Son utilisation sera donc liée aux incertitudes des mesures. S'il
s’avere par la suite que la commande d’'un processus ne donne pas les résultats
escomptés, peut-étre faudra-t-il revoir I'identification.
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11 Techniques industrielles de régulation

Les chapitres précédents nous ont permis de concevoir un régulateur a partir d’'un
modéle donné et pour des performances désirées. Le régulateur PID reste aujourd’hui
un modele trés prisé dans l'industrie. Certains constructeurs proposent d’ailleurs des
régulateurs PID intégrés ou le seul besoin de l'utilisateur sera de régler les trois
actions en intervenant sur trois potentiometres. Cette utilisation pourrait nous sembler
triviale; mais ne nous leurrons pas : c’est a partir de la connaissance du processus
que ce réglage peut s’effectuer. Et ces techniciens automaticiens, qu’on appelle aussi
des « régleurs ». connaissent, « sentent » parfaitement leurs processus.

Le mot « régleur» n'est donc pas a prendre avec un sens péjoratif, au contraire !
Chaque processus nécessite un savoir-faire, et bien que leurs fondements théoriques
soient les mémes, ils peuvent utiliser des moyens de réglage différents. Le présent
chapitre sera l'occasion d’examiner un certain nombre de techniques utilisées dans
I'industrie.

11.1 structures des régulations industrielles

La régulation simple a une boucle peut ne pas toujours étre suffisante lorsque les
contraintes de précision ou de rapidité demandées au systéme sont trop importantes.
C'est la que tout le «savoir-faire » de l'automaticien va s’exprimer: il va pouvoir
prendre en compte les spécificités des organes de mesure et contrble, les
caractéristiques du processus et tout particulierement les perturbations. La simple
boucle va se développer en branches supplémentaires dont certaines pourront contre-
réactionner le processus.

11.2 régulation en cascade

Une régulation en cascade permet de minimiser les effets d’'une ou plusieurs
perturbations pouvant agir :

e soit sur la grandeur réglante,

e soit sur une grandeur intermédiaire située en amont de la variable a
régler.

Ce type de régulation est particulierement intéressant lorsqu'on a affaire a des
processus lents. En effet, lorsqu’une perturbation se manifeste, il faut attendre qu’elle
ait produit son effet en sortie du processus avant de pouvoir mesurer ses effets. La
correction n’interviendra qu’aprés, et pour un peu que la perturbation se soit inversée,
on risque d’obtenir du pompage.

On va donc introduire une boucle interne dont le rdle va étre de détecter plus

rapidement la perturbation et de compenser ses effets (Figure 129). Cela signifie aussi
que cette boucle interne est plus rapide que la boucle externe.
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P(p)

Figure 129- régulation en cascade

La régulation en cascade n’est possible que si la grandeur S’ est mesurable. Celle-ci
peut s’écrire :

C,F, 1
S'(p)=—"——E(p)J+ ————P
(v) 1+ C,FR (p)+1+C2FlR (v)

La régulation comporte deux régulateurs :

. le régulateur primaire agissant sur I'ensemble (correcteur C,),

. le régulateur secondaire agissant sur la boucle interne (correcteur C2).
Pour que la perturbation n’ait pas d’influence sur S’, il faut que :

. le correcteur C, comporte impérativement un intégrateur (annulation de
I'écart statique),

R 1 . .
. les poles de ———— soient faibles devant ceux de F en effet les
1+C,FR
transitoires sur S’ seront ainsi filtrés par F,. C’est une justification
supplémentaire au fait que la boucle interne doit étre plus rapide que la boucle
externe.

L’exemple typique d’'une régulation en cascade est la régulation de température d’'une
chaudiere (fuel ou gaz). Si la pression du combustible diminue, le débit de celui-ci
diminue automatiquement : on aura intérét a détecter cette perturbation avant qu’elle
se répercute sur la température de la chaudiére. On gagnera donc un temps précieux
en asservissant la vanne sur le débit de combustible.

Un autre intérét de la régulation en cascade vient du fait qu'on peut asservir la
grandeur intermédiaire S’ sur la grandeur réglante E’. Cette propriété est intéressante
lorsque le régime transitoire de la boucle principale entraine la saturation de la
grandeur réglante E’. On asservit alors S’ sur la valeur de saturation de E’ ce qui
permet de limiter volontairement S’. Cette technique est utilisée dans les régulations
de vitesse des moteurs électriques, ou I'on limite volontairement la valeur du courant
dans l'induit.
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C1 |

R+L m f+]p

Figure 130- régulation de vitesse cascade

En limitant volontairement le courant I, on limite le couple ce qui permet de travailler a
couple constant en régime transitoire.

11.3 Reégulation de tendance

Dans une régulation en cascade ou en simple boucle, le régulateur primaire réagit aux
variations de la grandeur de sortie et non pas directement aux perturbations. Dans ces
conditions, la réponse aux perturbations peut étre tres lente. Si les perturbations sont
mesurables, il est alors possible d'améliorer les performances de systeme bouclé en
utilisant une chaine de tendance.

E + El ¢ +

F2

Figure 131- chaine de tendance

La perturbation est mesurée par I'élément R. On peut effectuer la transformation de
schéma suivante :
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E_+ el ¢ | B4 FIF2 S

Figure 132- réduction de la Figure 131

Nous pouvons &crire :

CF,F. il [R - ; j
S(p)=—"12 F N Yp
(p) 1+ CFF, (p)+ 1+ CFEF, (p)

Si on arrive a realiser R = alors la sortie est indépendante de la perturbation. On
1

constate également que la stabilité n'est pas affectée par cette chaine de tendance
puisqu'elle n'intervient pas au dénominateur de la fonction de transfert.

" 1 : . L , ix
La condition R =—n'est, bien sdr, que théorique : en effet, si F; est un élément de
1

fonction de transfert de type (D(p) polyndme d'ordre supérieur ou égal a 1), R

Kk
D(p)

aura une fonction de transfert du type N(p) et ne sera pas réalisable physiquement.

. . 1+aT
On prendra soit R = k, soit R = ku
1+Tp

On reconnait dans la seconde forme un correcteur dérivée approché, élément qui
permettra bien d’anticiper la perturbation. Ce type de régulation est surtout employé
dans les systéemes dont les perturbations constituent la charge du systéme (régulation
de niveau, débit d’eau chaude, etc...).

11.3.1 chaine d’anticipation

Une chaine d’anticipation permet d’injecter en un point de la chaine directe un signal
fonction de la grandeur de consigne.
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Figure 133- chaine d'anticipation
L’expression de la sortie s’écrit :

F,R + CF,F, £(p)
1+ CFF,

On voit tout de suite que si on fait F;R = 1, alors S(p) = E(p) . La stabilité du systéeme

n'est pas affectée, mais surtout la sortie est égale rigoureusement a l'entrée. Ici

encore ce résultat n'est que théorique, car il peut conduire, si R n’est pas une

constante, a un systéme non réalisable physiquement. R est donc encore une fois un

correcteur dérivée approché.

S(p)=F,|CF,(E - S)+ RE] =

Cette technique est particulierement intéressante sur les asservissements demandant
une erreur de trainage la plus faible possible.

11.4 Méthodes expérimentales de synthese d'un PID

Dans la pratique industrielle, on utilise directement des "régulateurs PID", construits
par des spécialistes en la matiere. Le probléme de synthese du correcteur n'est plus
alors qu'un probléme de réglage des actions proportionnelle, intégrale et dérivée, c'est
a dire G, T; et Tq. Le réglage de ces parametres est un probléeme quotidien pour
l'automaticien : il est alors demandeur de méthodes simples a mettre en ceuvre,
rapides et suffisamment précises. Ce probleme a bien sOr débouché sur de
nombreuses méthodes :

. méthodes empiriques, encore tres souvent utilisées dans I'industrie,
. méthodes analytiques, nécessitant I'identification préalable du procédé

(nous ne les étudierons pas).

11.5 méthodes empiriques

11.5.1 Méthode de Ziegler et Nichols
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C'est la méthode la plus ancienne (1942). Elle est basée sur I'observation de la
réponse du processus et la connaissance de la structure du régulateur utilisé. Ziegler
et Nichols utilisent un modele trés simple de processus :

lls ont ensuite cherché, pour ce modeéle, les paramétres du correcteur minimisant le
critere temps multiplié par la valeur absolue de l'erreur. Les essais expérimentaux
peuvent étre de deux types:

. essais en boucle ouverte,

. essais en boucle fermée.

11.5.1.1 Essais en boucle ouverte

S'il est possible d’ouvrir la boucle, ou régle G, a 1, T; a I'c et Tq & 0 sans débrancher le
correcteur. On envoie un échelon d’amplitude Ep en entrée et on observe la sortie S
(Figure 134).

Sur I'enregistrement, on trace la tangente au point d’'inflexion. On mesure le retard T et
le temps t mis pour atteindre Eo.

Les valeurs des paramétres sont donnés sur le tableau. Le PID proposé est un PID
mixte.

SA

Figure 134- réponse a un échelon
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11.5.1.2 Essais en boucle fermée

On travaille en boucle fermée dés que le processus posséde une intégration, est
instable en boucle ouverte ou tout simplement lorsqu’on ne peut pas ouvrir la boucle.
On réalise alors un essai de pompage. Pour cela, on fait Tj = oo et T4 = 0 et on
augmente G, jusqu’'a sa valeur critique G,.. On mesure la période des oscillations

Tosc.
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régulateur Boucle ouverte Boucle fermée
P G = z r=0,5 Gy
" T
Pl T Gr = 0,45 Grc
G, = 0’9? Ti= 0,83 Tosc
T, =33T
PID T G =0,6 Grc
G, _1’27? Ti=0,5 Tosc
T,=2T T,=05T Ta= 0,125 Tosc

Figure 135- réglages de Ziegler et Nichols

Ziegler et Nichols proposent alors les valeurs de réglage du tableau Figure 135. On
, T, .
pourra remarquer que, pour le réglage du PID, T, :Zl’ valeur que nous avions

déterminée dans le 9.4.4.2.

11.6 Méthode de Chien-Hrones-Reswick

Le modele proposé par Ziegler et Nichols est souvent sommaire pour des processus
plus élaborés. En particulier, le point de pivot préconisé (op) est trop éloigné de la
droite ¢ = - 90°, ce qui fait que la constante de temps intégrale est trop petite. Chien-
Hrones-Reswick proposent de travailler avec le modéle de Broida :

-T
e p

F(p)=k

Les essais s’effectuent en boucle ouverte, mais les auteurs distinguent le cas ou le
systéme travaille en régulateur (entrée constante) ou en poursuite (entrée variable).

1+7p

Le tableau de la Figure 136 donne le réglage proposé pour une réponse en boucle
fermée a amortissement § = 0,7 (temps de réponse minimum).

régulateur régulation poursuite
P =032 =032
T T
Pl G = 06— G = 035~
T T
T,=4T T=121
PID
G = 095~ G = 06—
T T
Ti=24T T¢4=04T Ti=1t T¢g=05T

Figure 136- réglages de Chien-Hrones-Reswick
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Méthode de pompage
en boucle fermée

Méthode apériodique
en boucle ouverte

% processus /\M

E\/Q‘/t
BYAV,

@_@ﬁ t
tlosC T osc

Ziegler-Nichols Ziegler-Nichols Chien-Hrones-Reswick
régulation ou poursuite régulation ou régulation poursuite
poursuite
(=06 Kose k=121 | k=095L | K=06_
T T T
Ti: 0,5 Tosc
P.I.D T=21 T=241 T=T
Td: 0,125 Tosc
T4=0,57 Tq=0,41 T¢=0,51
K= 045 Kosc k=00~ k=06~ | K=0,35 1
T T T
P.l Ti: 0,83 Tosc
T=3,31 T=4r T=12T
P K=0,5 Kosc =T k=03 L | k=031
T T T

Figure 137- Tableau des valeurs de réglage des parametres d'un PID
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11.7 Réglage apres identification du procédé

Afin d'améliorer la précision des méthodes précédentes, on préfere tout d'abord
identifier le processus. On distinguera deux cas :

11.7.1 Modéle non évolutif

_Tp

Le modéle retenu est toujours celui de Broida F(p)=k ¢

, mais le choix du
1+7p

e A . T
régulateur va étre lié au rapport - ;

T .90 Régulateur tout ou rien (TOR)
T
10< % <20 Régulateur P
T
5<% 10 Régulateur PI
T
9% .5 Régulateur PID
T
T o Limite du régulateur PID
T < Régulateur en cascade ou faire la
synthese du correcteur

Figure 138- modes de régulation pour systémes non évolutifs

Les parametres des régulateurs correspondants sont donnés sur le tableau Figure 139

action P Pl série Pl PID série PID PID mixte
parallele parallele

G, 087 087 087 0,857 t/T+0,47 | 7/T+0,4zr
kT kT kT kT 127 12T

Ti max T kT T kT t+04T

08 0,75

Tq 0 0 0 0,41 0,357 Tt

k T+257

Figure 139- paramétres pour systemes non évolutifs
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11.7.2 Modeéle évolutif

L'identification s'effectue impérativement en boucle fermée : on reléve le gain critiqgue
G et la période des oscillations de pompage Tosc, le modéle choisi étant le modéle le
plus simple :

) . G T
Les valeurs de k et T sont données par les relations k =——=— et T' = %

' T, osc

Ici encore, le choix des parametres du régulateur est lié a la réglabilité du produit KT :

KT < 0,05 Régulateur tout ou rien (TOR)
0,05<KT<0,1 Régulateur P
0,1 <KT<0,2 Régulateur PI
0,2<KT<0,5 Régulateur PID
KT >0,5 Limite du régulateur PID
Régulateur en cascade ou faire la
synthése du correcteur

Figure 140- modes de régulation pour systémes évolutifs

Le tableau ci-dessous donne les valeurs des paramétres des correcteurs

correspondants :
action P Pl série Pl PID serie PID PID mixte
parallele parallele

G, 087 087 087 0,85 09 09
kT kT kT kT kT kT

Ti max 5T kT? 48T kT? 52T

0,15 015
Tq 0 0 0 04T 0,35 04T
k

Figure 141- parametres pour systéemes évolutifs

11.8 conclusion

Le correcteur élabore le signal de commande u, adéquat, envoyé a l'entrée du
processus, afin que sa sortie satisfasse “au mieux” les objectifs en terme
d’asservissement ou de régulation.
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La structure du correcteur est liee a la place qu’il occupe dans la boucle et aux
performances désirées.

1. La méthode du plan de Black impose que le choix des structures soit fait a
priori.
2. La méthode du modele guide le concepteur vers une structure bien définie mais

peut étre irréalisable.

3. Des exigences trop séveres dans le cahier des charges peuvent conduire a des
commandes u; importantes et a des risques de saturation des actionneurs, entrainant
une dégradation des performances attendues.

4. Le rejet des perturbations repose sur deux grandes techniques :

* un intégrateur en amont de la perturbation,

* sila perturbation est mesurable, on utilise cette opportunité pour anticiper son
effet sur la sortie au niveau de la commande u.
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12 EXERCICES

EXOO0
On considére le circuit suivant :
R
1
/N | I /N
Ve Vs
—/—¢C

1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R et C. Calculer H(p) pour les

valeurs suivantes :

R =3kQ C=10pF

On consideére le circuit suivant :

R1

1
/N | I—

Ve Vs
R2
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1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R1, R2 et C. Calculer
H(p) pour les valeurs suivantes.

R1=2kQ R2 =1kQ C=10pF

On consideére le circuit suivant :

C

R1
Ve Vs
R2

1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R1, R2 et C. Calculer H(p) pour les
valeurs suivantes :

R1=3kQ R2=1,5kQ C=10pF

On consideére le circuit suivant :

R L, r

Ve Vs
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1° Etablir la fonction de transfert Vs(p)/Ve(p) = H(p) en fonction de R, L, r et C. En déduire la valeur du

coefficient d'amortissement & et la pulsation propre non amortie g en fonction de R, r, L et C. Suivant
les valeurs de & donner I'expression de la pseudo pulsation ®p et la pulsation de résonance oy.

2° Déterminer H(p) pour R=0,C =1 pF, L =1 H etr =350 Q. En déduire la valeur de &, wq, ®p et oy.

Mémes questions pour les valeurs R =1 kQ et R = 1,8 kQ.

3° Tracer dans le diagramme de Black les trois réponses harmoniques H(jw) théoriques.

EXO 1

ler question (valeur = 10)

On cherche a modéliser le mouvement de la tige d'une vanne pneumatique par une fonction de transfert
du type 1/1+Tp. Pour cela on releve expérimentalement la réponse indicielle de la vanne qui est donnée
ci-dessous.

1° Déterminer graphiquement la constante de temps du systeme.

2° Tracer la réponse harmonique dans le diagramme de Bode.

100%

réponse indicielle d'une vanne
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2e question (valeur = 10)

Un systeme physique a pour fonction de transfert H(p) = (p+2)/(p+1)(p2+4p+20).
1° Décomposer H(p) en éléments simples.

2° En déduire la réponse impulsionnelle du systéme.

Nota :

On donne les transformées suivantes :
edl_ ,1/p+a

e @ sinpt—— w/[(p+a)2 +»?]

eal cosot ——» (p+a)/[(p+a)2 +o2]
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EXO 2

Un systéme asservi répond au schéma fonctionnel suivant ;

E(p) X(p) U(p) S(p)

R(p) G(p)
e(t) Cx(Y) u(t) s(t)

Gp)=1/(1+ 2p)2 fonction de transfert d'un processus a réguler.

R(p) fonction de transfert du régulateur.

1° Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte T(p).

2° Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée F(p).

3° Déterminer I'expression de X(p) en fonction de F(p) et E(p).

4° On choisit R(p) = K (avec K réel > 0), en déduire F(p). Déterminer la valeur de K pour que la réponse
impulsionnelle soit du 2e ordre pseudo-périodique d'amortissement & = 0,7. En déduire la valeur de la

pseudo-pulsation ®p-

5° On choisit K = 1, déterminer I'écart statique x(+) a la réponse indicielle a partir de I'expression de
X(p)-

6° On choisit R(p) = 2 + 1/p. Déterminer F(p), X(p) et en déduire la nouvelle valeur de I'écart statique
X(+) a la réponse indicielle. Donner I'expression de u(t) en fonction de x(t) et en déduire le type de
régulateur.

Nota :

On rappelle la forme générale d'une fonction de transfert du 2e ordre :

H (p) = K/ [1 + (2&/wq)p + pZlwg?]

Le régime est pseudo-périodique si & < 1 et la pseudo-pulsation est égale a op = mo\/ 1- §2-

On rappelle que la transformée de Laplace de I'échelon unitaire est égale a 1/p.
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EXO 3

Un systéme asservi répond au schéma fonctionnel suivant ;

E(p) X(p) U(p) S(p)
R(p) G(p)
e(t) Cx(Y) u(t) s(t)
1 , s
G (p) = ————— fonction de transfert d'un processus a réguler.
p(1+5p)

R(p) fonction de transfert du régulateur.

1° Tracer le lieu de transfert de G(p) dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes { 0,
0.01,0.1,0.2,0.4, 2, + 0 }.

2° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de
phase de 50°.

3° Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée F(p) de l'asservissement en prenant pour R(p)

la valeur de K précédemment obtenue.

4° En déduire I'écart statique x(+x), le coefficient d'amortissement & ainsi que la pseudopulsation op-

On donne :
et)=1>o1/p
Forme canonique du 2e ordre : F(p) = L 3
1+ 2 p+ [pJ
@, @,
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EXO 4

Un systeéme asservi répond au schéma fonctionnel suivant :

E(p) X(p) U(p) S(p)
R(p) G(p)
e(t) Cx(Y) u(t) s(t)
G(p)= 100 fonction de transfert d'un processus a réguler.

(1+20p)(1+2p)

R(p) fonction de transfert du régulateur.

1° Tracer le lieu de transfert asymptotique de G(p) dans le diagramme de Bode.

2° Tracer le lieu de transfert dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes :

o ={0,0.01, 0.02, 0.05,0.1,0.2,0.5, 1, 2, 5,+ oo } rd/s. En déduire la marge de phase dans le cas d'un
bouclage unitaire sans correcteur et conclure.

3° On choaisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de
phase de 50°.

4° Dans ces conditions tracer dans Black le lieu de transfert en boucle fermée a partir du lieu en boucle
ouverte. En déduire la nature de la fonction de transfert en boucle fermée et déterminer le gain statique,
le coefficient d'amortissement, la pulsation non amortie du systéme ainsi que la pulsation de
résonnance.

5° Retrouver les résultats du 4° directement par le calcul.
K(1+Tp)

6° On choisit de mettre un correcteur & avance de phase R(p) =
(1+7p)

en gardant la valeur de

K trouvée au 3°. Déterminer T1 et T2 de telle sorte que le correcteur introduise une avance de phase
maximale ¢, = 40° a la pulsation o, = 0,5 rd/s.

7° En déduire dans Black un nouveau réglage possible de K de telle sorte que I'on ait de nouveau une
marge de phase de 50°. Conclure ?

Nota :

On rappelle les relations suivantes concernant le correcteur a avance de phase :
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. T —-T
sing, =12 ; @, = 0,0,

L+T,

EXO 5

Un systeme asservi répond au schéma fonctionnel suivant :

E(P) | X(p) U(p) S(p)
R(p) G(p)
e(t) (b u(t) s(t)
G(p) = 1 fonction de transfert d'un processus a réguler.
(1+10p)*

R(p) fonction de transfert du régulateur.

1° Tracer le lieu de transfert asymptotique et réel de G(p) dans le diagramme de Bode.

2° Tracer le lieu de transfert dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes :

o ={0,0.01, 0.02,0.05,0.1,0.2,0.5, 1,+ o0 } rd/s.

3° On chaisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de Ko et To du pompage limite a la
réponse indicielle.

4° On choisit de mettre un régulateur P | D. Justifier le choix du P | D. Déduire du 3° la valeur de K, Ti,
et Td en appliquant la méthode du pompage limite de Ziegler et Nichol's.

5° Tracer dans Black le nouveau lieu de transfert corrigé et conclure.
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EXO 6

Un systeéme asservi répond au schéma fonctionnel suivant :

E(p) X(p) U(p) S(p)
R(p) G(p)
e(t) Cx(Y) u(t) s(t)
1 . s 4
G(p):—3 fonction de transfert d'un processus a réguler.
(1+20p)

R(p) fonction de transfert du régulateur.

1° Tracer le lieu de G(jw) dans le diagramme de Black pour les pulsations suivantes :

o ={0, 0.025, 0.05, 0.1, 0.3, + o0 } rd/s.

2° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de

phase de 50°.
K(1+7,p)

117, p) en gardant la valeur de
+4Lp

3° On choisit de mettre un correcteur & avance de phase R(p) =

K trouvée au 3°. Déterminer T1 et T2 de telle sorte que le correcteur introduise une avance de phase
maximale ¢, = 50° a la pulsation o, = 0,1 rd/s. Tracer le nouveau lieu corrigé dans Black.

4° En déduire un nouveau réglage possible de K de telle sorte que I'on ait de nouveau une marge de
phase de 50°.

5° Dans ces conditions déterminer I'écart statique a la réponse indicielle. Conclure sur le choix de ce
correcteur.

Nota :

On rappelle les relations suivantes concernant le correcteur a avance de phase :

. T —-T
sing, =12 ; @, = 0,0,

L+T,

On donne la transformée suivante : 1o —
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EXO 7
On désire réaliser un asservissement a retour unitaire a l'aide d'un processus de fonction de transfert
G(p) et d'un régulateur PID. Le processus G(p) a été identifié par sa réponse indicielle donnée en
annexe.
1° Déterminer G(p) en utilisant la méthode de Strejc.
2° Tracer G(jo) dans le diagramme de Black joint.
3° En déduire le gain Ko et la période To de pompage limite en boucle fermée.
4° En déduire les paramétres K, Ti, Td du PID en utilisant le tableau de Ziegler et Nichol's.
5° Tracer le nouveau lieu corrigé dans Black.

6° Conclure sur l'influence du retard pur sur un processus et sur la méthode de réglage du PID.
EXO 8

Un systéme asservi répond au schéma fonctionnel suivant :

E(p) . X(p) U(p) S(p)

R(p) G(p)
e(t) CX(t) u(t) s(t)

R(p) fonction de transfert du régulateur.

G(p) est un processus a commander dont le lieu de transfert est donné par le tableau suivant :

o (rd/s) 0 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 + o
G (dB) 0 3.1 7,3 136 | -184 | 224 | 261 | 294 | -oo
0 (9) 0 -56 -86 120 | -142 -160 174 | -186 | -270

1° Le correcteur R(p) est un gain proportionnel K ( K = 0). Déterminer la valeur de K de telle sorte que
gue l'écart permanent & la réponse indicielle soit de 5 %. Pour cette valeur de K l'asservissement

répond-t-il aux critéres de stabilité que I'on rappellera.
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1+15p

2° On remplace le correcteur par R =K
p par R(p) 1+60p

, K ayant la valeur du 1°. De quel type de

correcteur s'agit il, tracer le nouveau lieu corrigé dans Black. Conclure sur la stabilité de
I'asservissement et sa précision statique. Tracer le lieu de transfert en boucle fermée et en déduire la
pulsation de résonnance ainsi que la bande passante a - 3dB.

3° Donner un exemple de réalisation du correcteur précédent en technologie électronique a base
d'amplis opérationnels en justifiant la réponse.

4° On remplace le correcteur précédent par un correcteur PID. Déterminer la valeur de K, Ti et Td du
correcteur par la méthode du pompage limite. En déduire le nouveau lieu corrigé et conclure sur le

comportement général de l'asservissement.

EXO 9
1re question (valeur = 6)

Faire le schéma de principe d'un transmetteur pneumatique de pression différentielle en expliquant le
fonctionnement. Montrer que l'on peut utiliser cet appareil pour mesurer le niveau d'un liquide dans un

réservoir sous pression variable.

2e question (valeur = 6)

Un correcteur est régi par I'équation intégro-différentielle suivante :

dx(t)
dt

u(t)=K| x(t)+5 +0,05j X(t)dt

u(t) signal de sortie du correcteur.

X(t) signal d'entrée du correcteur.

1° Quel est le type de correcteur et son intérét.

2° Tracer dans Bode la réponse harmonique du correcteur pour K = 5.

3° En déduire une nouvelle valeur de K telle que le correcteur présente un point invariant pour une

certaine pulsation o que I'on précisera.
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3e question (valeur 8)

Soit le réseau suivant :

e(t) =C R s(t)

Avec R =1k, C =100 pF, L=1H

1° Montrer que la fonction de transfert du réseau peut se mettre sous la forme :

F(p)=—

— en précisant les valeurs de K, A et B.
1+Ap+Bp

2° En déduire le gain statique, la fréquence propre non amortie, et le coefficient d'amortissement du

réseau.

3° En déduire que la fonction de transfert précédente est équivalente a deux éléments du ler ordre en

Série.

270



EXO 10
1re QUESTION (valeur = 6)

Soit un processus linéaire défini par la fonction de transfert suivante :
2
pc+p+4
F(p) = 2
(p+1)(p" +2p+5)

1° Calculer f(0) et f(+o0) a partir de F(p).

transformee de f (t).

2° Décomposer F(p) en éléments simples et en déduire la réponse impulsionnelle f(t).
3° En déduire la réponse indicielle s(t), vérifier en calculant directement s(0) et s(+w) a partir de F(p).
2e QUESTION (valeur = 14)

On réalise un asservissement a retour unitaire avec un processus a piloter de fonction de transfert

G(p) = et un correcteur C(p) = K (K>0).

2
(1+10p)®
1° Faire le schéma fonctionnel de l'asservissement et calculer la fonction de transfert F(p) en boucle
fermée.
2° Tracer le lieu de transfert asymptotique G(jo) dans Bode.
3° Tracer le lieu de transfert G(jo) dans Black pour les pulsations suivantes :

o ={0,0.01,0.05,0.1,0.2,1,+o0} rd/s.
4° Déterminer K pour que la marge de phase soit de 50°.
5° En déduire la valeur de I'écart statique a la réponse indicielle.

On rappelle que :

Ie‘”sin(bx)dx _ e“ (asinbx —bcosbx) J‘ewf cos(bx)dx = e” (bsinbx + a cos bx)
a’ +b? ’ a® +b? ’
_ 1 ot B - pP+a
1= ,e™ e sin(ft)yo————— e “cos(Bt) D ———————
~p “pra (B)D(p+a)2+B2 (B)D(p+a)2+B2
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EXO 11

Un systeme asservi répond au schéma fonctionnel suivant :

E(p) X(p) U(p) S(p)
R(p) G(p)
e(t) Cx(Y) u(t) s(t)
40 . .
G(p)= > fonction de transfert d'un processus a reguler.

(1+p)

R(p) fonction de transfert du régulateur.

1° Tracer le lieu de G(jw) dans le diagramme de Black.

2° On choisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiqguement la valeur de K qui permet d'avoir une marge de
phase de 50°.

3° Calculer la fonction de transfert F(p) en boucle fermée en prenant la valeur de K du 2°.

4° Déterminer la valeur de I'écart statique a la réponse indicielle.
1+0.2p

5° On choisit de mettre un correcteur a avance de phase R(p) = ————.
1+0.05p

a) Tracer le lieu corrigé R(jw).G(jo) dans Black et en déduire la marge de phase.
b) Calculer la nouvelle fonction de transfert F(p) en boucle fermée.
c) Déterminer le nouvel écart statique a la réponse indicielle.

6° Conclure sur le choix de ce correcteur par rapport au précédent.

Nota :

On donne la transformée suivante :1 > —

P
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EXO 12
1re QUESTION (valeur = 6)

On consideére le réseau suivant :

C1 .
11
— R1 =100 kQ
— @
R2 =200
R1 c2
Cl= 10 uF
Ve Vs
C2 =50 uF
R2

Vs(p)
Ve(p)

1° Déterminer la fonction de transfert

2° Tracer dans Bode la réponse harmonique réelle.

2e QUESTION (valeur = 14)

Un systeme asservi répond au schéma fonctionnel suivant :

et en déduire la nature de ce correcteur.

E(p) X(p) U(p)
R(p) G(p)

S(p)

e(t) (b u(t)

R(p) fonction de transfert du régulateur.
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G(p) est un processus a commander dont le lieu de transfert est donné par le tableau suivant :

o (rd/s) 0 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 + o
G (dB) 0 3.1 7.3 136 | -184 | 224 | 261 | 294 | -oo
0 () 0 -56 -86 120 | -142 -160 174 | -186 | -270

1° Le correcteur R(p) est un gain proportionnel K ( K > 0 ). Déterminer la valeur de K de telle sorte que
gue I'écart permanent a la réponse indicielle soit de 5 %. Pour cette valeur de K l'asservissement est-il
suffisamment stable.
2° On remplace le correcteur précédent par un correcteur PID.

- Déterminer les valeurs de K, Ti et Td par la méthode du pivot de telle sorte que la marge de
phase soit égale a 50°.

- Tracer le nouveau lieu corrigé dans Black.

- Calculer la trainée dynamique pour une entrée en rampe unitaire.
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EXO 13

1re QUESTION

On cherche a modéliser le mouvement de la tige d'une vanne pneumatique par une fonction de transfert

-1

1+T

du type G(p) =

la tige qui est donnée ci-dessous :

. Pour cela on reléve expérimentalement la réponse indicielle du mouvement de

100

50

secondes

1° Déterminer G(p).

2° Tracer la réponse harmonique dans le diagramme de Black.
3° Déterminer la bande passante a -3 dB en Hz.

4° Indiquer un moyen d'augmenter la bande passante.

5°Quel est l'intérét d'avoir une bande passante plus élevée.
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2e QUESTION

Un systeme asservi répond au schéma fonctionnel suivant :

E( | X(p) U(p) S(p)
R(p) G(p)
e(t) (b u(t) s(t)
G(p) = ; , fonction de transfert d'un processus identifié a réguler .
(1+10p)°

R(p) fonction de transfert du régulateur.

1° Tracer le lieu de transfert asymptotique et réel de G(p) dans le diagramme de Bode.

2° Tracer le lieu de transfert dans le diagramme de Black.

3° On chaisit R(p) = K (K>0). Déterminer graphiquement la valeur de Ko et To du pompage limite a la
réponse indicielle.

4° On choisit de mettre un régulateur PID. Justifier le choix du P | D. Déterminer des valeurs possibles
de K, Ti, et Td en appliquant la méthode du pivot de telle sorte que la marge de phase soit de 45°.

5° Comparer aux valeurs du PID préconisées par Ziegler et Nichol's.

6° Tracer dans Black le nouveau lieu de transfert corrigé (méthode du pivot ) et conclure.
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EXO 14
Un enregistreur graphique convertit un signal électrique 0-10 Volts en un déplacement d'une plume sur
un papier en centimeétres. On suppose qu'il est assimilable a un systéeme du ler ordre de gain statique 2
cm/V et de bande passante (a -3 dB) 1,25 Hz.
1° Donner la fonction de transfert F(p) de l'enregistreur et tracer son lieu dans Bode (prendre
5 cm/décade).
2° On envoie en entrée un échelon de 5 Volts. Dessiner la forme du signal observé sur I'enregistrement
et déterminer au bout de combien de temps il représente a 5 % prés la valeur du signal d'entrée.
3° Pour améliorer la qualité de I'enregistrement, on envisage de diviser par 2 le temps trouvé a la
guestion précédente. Quelle serait la nouvelle fonction de transfert F'(p) de I'enregistreur.
4° Pour résoudre techniqguement la question précédente on associe a l'enregistreur initial un circuit
électronique de fonction de transfert C(p). Quelle relation existe t-il entre F(p), F'(p) et C(p). En déduire

C(p).

5° Tracer le lieu de transfert de C(p) dans Bode.

1 A
Onrappelleque: 1 o — l-e™ o
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EXO 15
1° Expliquer le principe de fonctionnement d'un ampli pneumatique de type buse palette et la nécessité

d'avoir une contre réaction.

2° Comment peut-on mesurer le temps d'intégration sur un régulateur Pl a l'aide d'un enregistreur
graphique.

3° Faire le schéma de principe d'un servomoteur pneumatique asservi et expliquer l'intérét du

positionnement de la tige.
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Programme officiel : Automatique 2° année O1MM

Durée annuelle: 66 heures
(Automatique: cours théoriques 42 h et travaux pratiques : 24 h)

REFERENCES STCW
Code STCW, tableau A-ll1/2

e faire fonctionner le matériel de commande électrique et électronique.

| - AUTOMATIQUE
L’ensemble du cours devra s’appuyer sur des exemples de matériels embarqués
(régulation de vitesse, de température, de position, etc....)

- ASSERVISSEMENTS :
- Définitions.
- Eléments constitutifs.
- Cas particulier des chaines de régulation.
- Diagrammes fonctionnels.

- SYSTEMES PHYSIQUES LINEAIRES :

- Fonction de transfert.
- Etude des éléments du ler ordre, 2eme ordre, extension & l'ordre n.
- Groupement en cascade et en parallele.
- Relation entre les fonctions de transfert en boucle ouverte et en boucle
fermée.
- Représentation graphique dans le plan de BLACK.

- STABILITE :

- Théorique :

- Condition générale de stabilité théorique.

- Critére du revers dans le plan de BLACK.

- Pratique :

- Criteres de marge de phase, marge de gain dans le plan de BLACK, de
facteur de résonance.

- PRECISION :
- Statique.
- Dynamique.
- Dilemme précision-stabilitée.

- CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS :

- Différents types de correction : P, PI, PD, PID, correcteur avance-retard.

- Etude et description des différents types de régulateurs électroniques.

- Régulation : principes et justification des régulations en boucle ouverte,
boucle fermée, avec actions de tendances, en cascade.

- Utilisation de I'abaque de BLACK.
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- Application aux chaines de régulation.
- IDENTIFICATION DES SYSTEMES :

- Identification en boucle ouverte, systemes stables et instables, méthodes
de STREJC et de BROIDA
- Identification en boucle fermée

- REGULATION :
- Choix des boucles de régulation
- Méthodes de réglages des régulateurs
- Centrage de bande

- APPLICATIONS SUR SIMULATEUR DE MACHINES :

- Stabilité

- Précision

- Identification

- Réglage des régulateurs, méthode de I'ultime pompage
- Etude des défaillances courantes
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Représentation
On a ombré les

a trois dimensions de I’abaque de Black.
régions de cote 4 > 2,3 dB.
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